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NOUVELLES RECHERCHES SUR LES SERIES EMPLOYÉES 

DANS LES THÉORIES DES PLANÉTES 

PAB 
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CHAPITRE II. 

Transformations de quelques équations différentielles. 



Le moyen le plus efficace de parvenir aux solutions d'unc équation 
différentielle qu'on ne saurait intégrer d'une maiiiére directe, paralt étre 
de la remplacer par une suite d^autres équations dont chacune s'intégre 
par des procédés connus. Evidemment, la serie que förment les diverses 
solutions obtenues ainsi doit étre convergente. 

Les transformations qu'on va donner dans les pages suivantes se 
rapportent aux équations de deux différentes espéces. 

D'abord nous nous oceuperons de transformer certaines équations du 
deuxiéme ordre dont les divers tenues dépendent de •puissances entiéres 
de la. fonction cherchée ainsi que de sa premiére dérivée. 

Le second genre d'équations que nous envisagerons contiendra des 
fonctions trigonométriques, dans les arguments desquelles figure la fonc- 
tion demandée. 

Mais encore, puisque dans plusieures occasions il sera favonible ou 
méme nécessaire de raiaener une équation proposée, en omettant certains 

Aeta ^nathematiett. 17. Tniprlnié le Vt uiars 1S92. 1 



2 Hugo Gyldén. 

termes surpassaiit le premier degré, a la forme liiiéaire, oii a ajouté un 
paragraphe contenant quelques reiiiarques relativeinent a rintégration des 
équations linéaires. Il s'entend que ces remarques portent uniqueinent sur 
la forine des équatioiis qii\)n reiicontre dans la niocanique céleste. 



§ 5. Equations dn deujnieme ordre contenant des puissances et des 
inuHluits de la fonrtion Inconnue et de sa pvemiéve dérivée. 

1. Avant d'entrer dans les operations analytiques voici une ex- 
plieation. 

Supposons qu'on ait Téquation du deuxiéuie ordre: 

Q étant une fonction connue de ??, et admettons qu'on connaisse une 
valeur approcliée de la solution. En introduisant cette valeur, que nous 
désignerons par v/^, dans Téquation proposée, on obtient un resultat de 
la forme: 

oii la quantitc U sera appelée le reste de la solution approohée. 

I^e plus souvent, il y a lieu d'opérer la détermination de la fone- 
tion y^ de maniere que le reste de la solution soit tres petit par rapport 
a la fonction ii) dans certains cas, cependant, il peut étre avantageux 
d^établir une expression de y^ telle que le reste soit exempt de termes 
d'une certaine forme. 

2. L'équation que nous alloiis (Vabord eonsidérer est celle-oi: 



nr I '».II T^ *•'•'• \f^,!/ — 



Nouvclles rccbcrches sur Ics series cmployécs dans Ics théories des pianotes. 3 

oii Ton a supposé les Y^^ , Y0.2 > • • • des fonctions connues de v ne ren- 
fermant qiie des constantes et des termes purement trigonométriques. 

En adoptant Thypothese que la fonction y soit une petite quantité 
de Tordre des excentricités ou des inclinaisons, nous avons oniis les termes 
d'un degré plus élevé que le troisiéme, bien que Véquation que présente 
la mécanique céleste en puisse contenir un nombre infini. Cependant, 
nous avons négligé les puissances supérieures non seulement puisquon 
les peut considérer comme tres petites, mais encore pour une raison 
moins arbitraire. La voici. 

On a eu Toccasion de voir, dans ce qui précéde, qu'on n'arrivera pas 
toujours a des resultats satisfaisants en abordant les approximations suc- 
cessives par Tintégration d'une équation linéaire ou bien, ce qui revient 
au méme, d'un systéme d'équations linéaires; mais d^autre part, on a 
aussi pu constater que la solution peut s'obtenir, méme dans certains cas 
impossibles a^ traiter au inoyen d'équations linéaires, en partant d'une 
équation du troisiéme degré. Ayant ainsi obtenu une approximation 
effective, on en déduit la correction due aux termes négligés toutes les fois 
que le coefficient de la troisiéme puissance de Tinconnue n^est pas trop 
petit. Cette condition étant satisfaite le plus souvent, si non toujours, 
dans les théories des planétes, il n'y a pas lieu de recourir aux équa- 
tions d'un degré plus élevé. 

Cela étant, admettons qu on puisse représenter la fonction demandée 
au moyeti du développement que voici: 

(2) y = (i — 9'oa)^ + fVi^' + 9'o.ii^' + • • . 



+ (f 2.0 + 9^'2.l^ + ^2.2^' + • • O (£) 



+ 



OU Ton a désigné par {^^-i > ^1.0 > • • • ^^s fonctions de v qui sont encore 
a notre disposition, et par z Tintégrale de Téquation qu'on trouve si Ton 
remplace, dans Téquation (i), y par Texpression (2). 
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Ecrivons Téquation en z de la maiiiére sui vante: 



(3) 



Tv 



\+ Z== u, 



dz d^z d^z 

Z sera évidemment une fonction de ^ , -f- , ^— « , ^7-, et de v, mais elle 

dv dv dv 

dépend cncore des fonctions arbitraires jr^,! j Fi,n , . . . , de sorte qu on peut, 
en déterminant ces fonctions d'une maniére convenable, faire disparaitre 
les coeflficients de certains termes dans Z. On peut inéine, dans quelques 
oas, choisir Jes fonctions arbitraires de maniére que toute la fonction Z 
devienne tres petite ou qu'elle se réduise, au inoins pour sa partie essen- 
tielle, ä un petit nombre de termes, par exemple a 



dz 



Z=^Z,z + ^z£ + pz\ 



Zj étant une fonction connue de v, et y5' et /9, des constantes. 
En différentiant Texpression (2), il viendra: 



(4) s 



— — - Z -f- —j— Z "1 J7- Z "T . . . 



dv 



dv 



dv 



+ 



+ 






z^-\-. 



+ 



f-M + 



({v 



+ ... 



ll)'+- 



dz 
dv 



d*z 



+ {fi.o + Fu^ + Fi.!i^' + • • -l;^» 






h d*g 



+ 3F3.o(;^) 



dz\'dh 
d? 



I • • • ) 
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d'ou Ton tire, par une seconde diflférentiation : 



(5) 



d*y 



d' 



d* 



d' 






+ 



dv 



dv* "•" 



dy?,,., , dy,., 
'* dv "^ dv' 



+K^+i;^>'+- 



d/ 
dv 



+ 



^^" + = '-£^ + 1^;-' + [>^. . + 4 %^ + ^> + - O" 



+ 



^^^.. + 2%^+^^ + ... 



dv 



dv' 



(?.)■+••• 



+ 



d^,. 



d^lA 



-..., + . *^ + [..... + = ^] 



rf^l 



+ [5^- + ' dirY + ■ • • 



+■ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



d^ 



3?... + 4^+[«n. + 4"-|i^J.+ 



dz d*z 



dvdv* 



I A^S"»» 1 |/da\'d'Ä 



2F».0 + 2^8.1^ + • • • } [■^,) 
. , ,da /d'2\' 



d»a 



F1.0 + f 1.1^ + f^i 2^' + • • • } jT. 



, ,dz d*z 

2f,..+ 2f,..^+...}^^. 

3^"' + ---}UJ d^' 



d'z 
dv* 



/ 



+ 
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Pour arriver ä Téquation (3), ainsi que pour établir les équations 
de condition d*oii se dérivcnt les fonetions j^^-i 5 Fi.o > • • • '^ nous faut 
encore les expressioiis sui vantes ou Ton n*a re ten u que les ternvcs jusqu au 
troisiéme degré inclusivement: 

1/ = (1 — jTo.,)'^' + 2(1 — fo.Of^O.o^' 

dz 
+ {2(1 — fo.Of^i.o'^ + 2[j^KoFo.« + (l — Fo.Of^^i.i]^'};^ 

+ kl.O + [2(1 — fo.l)j^2.0 + 2Fl.0f l.l]^}(^) + 2jri.ojr3.o('/^) 



y 



» 



+ 3(1 -f^«.-)f4«^(|)V F?..(^'V 



;' 



\dv) \ dv J ' 



+ 






^-sr(' 



+ K'-^'"+%)(^..+%)S: 



";)■ 



+ 



+ 



2fi.o 



"? + 2 






=M— ^-•■+%)+[-4K..'%^+'?...('-^.+%^) 



1/2 ci 



(iu (iy' 
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// 



dy 
dv 



d<f, 



(■-K..)^'' + [C-n,.)^ 



f^O.2 



dv 



]■ 



+ 



difi.^ 



f^fu.i 



[c -,..,)(. _,.., + !2^)-„..* 



Vo.! 



1 f ^*fo.« 












+ 



Sr)>|©' 



+ (l— fo.OfSfi., + 



+ 



(i - J-V, + %^)f..o + F..«(f' ,.. + %)](£) 









c^Ä d'^z 



+ {f^?.« + [2(1 — Fo..)r2.o + 2jr,.ojri.,]^! — ^. 



2 <^V 












d' 



+ 2(l-f.o.,)f'?.«^5;57. 
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KS)'=-(-M(%^)v 



+n.(.-....+*r)*(S)' 

— 2(1— Fo-Of^io^^V. 



rfr dr' 



3. En introduisant l^s expressions quc nous venons d'établir dans 
Téquation (i) nous aurons un resultat de la forme que voici: 



d*z . . ■ ' .i , A .9 






<2v 



+ !«,.. + 7;,,4J-ll+B,..(|) 



/dzVtTz 
dv* 



J 
; 
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Evidemmenty par la transformation exécutée, des termes se sont 
produits dont le degré est plus élevé que le troisiéme; on les comprendra 
dans la fonction Q. 

Les divers coefficients entrant dans Téquation précédente sont donnés 
au moyen des formules suivantes: 

(7,a) ■ A.. = --£^+ r.,(i -J.0.,)- 1^...%^' 

(7, c) A,= %^+I^o..j^«..+ I^i..^+i^o.(i-Fo.r 

-r..(:-,..o%^+r,..(^)', 

(7, d) A,, = ^ + r.,^.., + r,..(2jro., + %^) + 2 ro.,(i - ip..0fp..o 

+ r,,[(i-^,,)(.-fo.+%^)-f..o%^ 

— 2lro[l Fo.i + dv j dl» ^"^ dv ' 

(7,e) A,= ^ + To,,.,, + r,.(j.,, + ^) + n,^?., 
(7. f) ^,., = %! + F,,jro., + r, ,%i + 2 rU. - jf,,)fo., 

+ i^...(i-j^«.,r-i^M(i-F...r%^ 
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(7, g) A,, = ^ + r,.j.., + 7,^(3^.. + %^) 



+ 2ro.,[(l — fo.l)?'!.! + fiofo.»] 



+ r,,[(i-j.,,)(2fo., +%^) + F,.(i-i^«. + ^) 



.1. ,r ^"-^ ,r '^^»•'l 



+ .r4(,-,.. + %.)%.-(.,.., + %i)%i] 



+ zYoÅ^ — fo.i)Vi.( 



+ 



- " f 



+ *%• 



(7, h) j„ = ^ + r,,i.,, + r,,(2^,, + ^) 



+ ''■{( 



Vo.x + 






■)fu + ( 



2fo.» + 



dv 



)f,.. , 



?...%^ + C - ?...)(^... + %)] 



+ ,n..[(.-...,+%^)(^f«+%^) 



\^'-' + dt; j dt; J 



+ 3i^o.i(l —f 0.1) fl.. 
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+ 6jro.3 + 4 -^^-^ 



(7. •) A.0 = -^ + i^o.if3.o .+ ^i.o(fs.i + ^^j + 2 Fo., jr,. of,. o 

+ I^,..(l-fo.+%^)V.o 

(8, a) B,,, = - . jfo., + 2 %^ + r,..jr,.., 

> 

(8, b) ^... = 2jfo., + 2%^+ r,.,j.,.,+ lu{l — fo,,)f..,-2r,JP,,^, 

(8, c) 1^0., = 3Fo.. + 2 %^ + l^I.f'..» 
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(8, d) B,.o = 3F... + 4^ + 2r..,f>,.o + r,..fl 

(8, e) 5,.i = 6jp,., + 4^+2 r,.off,., 



+ 2r,.,[(i — fp«.,)jp,.o + fi.oFi.i] + 2r,.,(i — fpo.i)jp?.o 
+ 2y,.[- ^?,^ + (. - jro.,)(i -f«.. + ^)f.4 



(8, f ) B,.o = 5F... +6^+3 i^i-oFs-o + 3 r,.,jp,.,jp,. 






(8, g) 

(8,h) 

(8, i) 

(9, a) 
(9, b) 

(9, c) 

(9,d) 

(9,e) 

(9,f) 



5i.o = 2JPj.o + r,.of?.o> 

-Bi.i = 2f?,.i + 2r,.oji?,.ojp,., + r,.,(i — jPo.i)jp?.o, 



Wl — 

Co.» = 

^1.0 == 



JPi.o 

2fj.o 
2fP,.i 
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A Taide des équations que nous venons d'établir, on parvient a dé- 
terminer les fonctions f?o.i > ^i.o ? • . • • Ges fonctions étant au nombre de 
neuf, on peut les choisir de maniére a remplir neuf conditions en quelque 
sorte arbitraires: on pourrait, ce qui semble au premier coup d'oeil le 
plus naturel, égaler tous les neuf coefficients A a zéro, ou Ton en pourrait 
faire disparaitre un certain nombre, se reservant les fonctions encore ä 
déterminer pour réduire a zéro quelques-uns des coefficients B et C, ou 
du moins pour les rendre tres petits. En un mot, on peut disposer des 
conditions arbitraires de diverses maniéres afin de rendre Téquation ré- 
sultante (3) ou (6) aussi propre a Tintégration que possible. 

Mais, en dcterminant les fonctions dont il sagit, il faut avoir soin, 
premiérement, que les valeurs de ces fonctions restent tres petites du 
premier ordre, vu qu'autrement on ne serait pas assuré de la convergence 
des approximations qu*on a entamées en négligeant, dans Téquation (6), 
les termes dépassant le troisiéme degré; et puis que ces fonctions ne 
contiendront aucun terme ayant la variable hors des signes trigonomé- 
triques. 

Il y a lieu ici de faire encore une autre remarque. . Le plus souvent, 
on peut prévoir la nature de Téquation (6), a savoir la nature de la 
fonction Z dans Téquation (3), de sorte qu'on sera a méme d*éliminer, 

au moyen dé cette équation, les termes dépendant de -j-, et de -j-^ dans 

Téquation (6), cette élimination ne devant, toutefois, 8'étendre au terme 

contenant t-, seul. 

Paisons maintenant Tapplication des formules précédentes a quelques 
cas particuliers que nous retrouverons dans le courant de nos recherches. 

Dans la premiére application des formules précédentes, nous ad- 
mettons que parmi les fonctions constituant les coefficients de Téquation 
(i), seulement les trois premiéres soient diflférentes de zéro, de sorte que 
nous ayons: 

En supposant les coefficients F^ , F, , Y^ ainsi que la fonction Q tres 
petits du premier ordre par rapport aux masses troublantes, nous dé- 



termincrons les fonctions jCo , , jf, „ , . . . de iatfon a satigfaire aux condi- 
tions suivantes, qui découlent iminédiatement des équations (7). 

(■I, b) 



(,I,C) 

(■,,.1) 



{■>,i) 



^+^>..= ^^ + ^.. 






<i*^i.i 



+ i>... = — !'!(■ — f:o.i)' + / 



!+ i',(.-,., = -2l',(l_(r.,)(r,,-4^ + /9,.,, 
%^ + F.i:,. = - 2 r,(i - i.,,)(r„ - r.(i - (,,,)■ + ft,.: 



^+''.^.. 






- 2 r,[(i — (r,.,)f ,., + jr,.,}?..,] 

-3l',(i— f..,)Vi 



^%^ + A. 



(1 1, h) -jg^ + F,(r,, - - 2 F,[(i - f.,,)f,,,. + j,,.,^,.,] 






- 3r.(i - f.,,)p;..-6?... - 4^ + A., 



Coinme il est visible, noue n'avons pas égalé les quantités ^,,,,^,g,... 
ä zéro, mais bien ä d'autres quantités ^g,, , ^1.0 , . . . que nous suppoeerons 
coDstaDtes. En voici la raison. 

En examinant les équations (11), on aper9oit tout de suite qu'elles 
ont la forme commune: 




Nouvelles recherohes sar lea series cmployécs dans les théories des planétes. 15 

W étant une fonction connue dépendant des I', et des <f déja détermi- 
nés. Les différents f s'obtiennent donc de proche en proche. Mais en 
efifectuant les diverses integrations il peut arriver qu'on se heurte contrc 
des termes séculaires provenant de la multiplication de deux fonctions 
trigonométriques ayant le raéme argument. En disposant convenableinent 
des constantes disponibles, on fera facilement disparaitre ces terraes. Rien 
n*empéche cependant que plusieurs des^ constantes dont il s'agit n'acquiérent, 
dans le courant du calcul, la valeur zéro. 

Ayant ainsi déterrniné les fonctions jr, on aura au lieu de Téqua- 
tion (6) celle-ci: 

+ [k. + ^.Z + P,,,Z^\% + 1/9,0 + A.i^) (S) V /93.o(|)' 

« 

ou Ton a négligé les termes du quatriérae degré et d'un degré plus élevé. 
Maintenant, puisque les fonctions p sont déterminées, les By les B' 
et les C le sont aussi, et on peut méihe, cértaines conditions étailt satis- 
faites, considéi^er les termes dépendant de ces fonctions comme connus. 
En effet, si les y9 étaient suffisamment petits et que- les ^ fussent des 
quantités du premier ordre, on pourrait écrire approximativement: 

supposé toutefois que la valeur de z ne devient pas tres grande par 
Tintégration. 
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En introduisant cette expression de — ^ ainsi que celle-ci: 

d'z dQ 
dv^"" dv 

dans Téquation précédehte, nous aurons une nouvelle équation dont la 
forme est celle de Téquation (i), et on en peut déduire, au moyen des 
transforraations que nous venons d'indiquer, une nouvelle équation dont 
la forme serait celle de Téquation (12). Mais puisque, dans la nouvelle 
équation (i), les F„ seront du deuxiéme ordre par rapport aux masses 
troublantes, abstraction faite des constantes y9, les nouvelles fonctions fr, 
et par conséquent les nouvelles B et C seront aussi du deuxiéme ordre. 
On parvient donc, en continuant les operations indiquées, ä Téquation 
finale : 

(13) ^ + /9o.t« + yJo.,-?' + z?...^" 

/dz\* 



+{^o+M{iy+p4i) 



= Q, 

« 

bien entendu sous la condition nécessaire que la valeur de z trouvée par 
les diverses approximations soit si non une quantité du premier ordre, 
du moins sensiblement inférieure a Tunité. 

4. Il peut, cependant, arriver qu'il soit avantageux d'attribuer a 
la fonction A^i une autre valeur que celle d'une constante. Si, par 
exemple, il était nuisible a la convergence des approximations succés- 
si ves de gärder la fonction ^o.i différente de zéro, on peut la mettre, des 
Tabord, égale a zéro, ce qui entralnerait immédiatement: 

Fi.o = o, 
et ensuite: 
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Par cette détermination, Vexpression (2) deviendrait évidemment plus 
simple qu'elle ne Taurait été, si Ton avait cherché la fonction ^0.1 en 
intégrant Téquation (11, a), mais en revanche on renoncerait a réduire le 
coefFicient de ^ Jt une constante. En faisant ^^.i = o nous aurons: 

de sorte que, au lieu de Véquation (12), nous obtiendrons la suivante: 

+ {/^-+A..}S)+Ä.o(|)' 

Si raaintenant, en cherchant Texpression préalable de ^ — par Tinté- 
gratlon de l*équation précédcnte, apres y avoir omis les termes dépendant 
des fonctions B , . . . — on trouvait une valeur de z^ suffisammcnt petite, 
on aurait d'une maniére facile la correction ^^ a ajoiiter a ^r^, de sorte 

qu'on eti: 

z = z^ •\- z^. 

Mais on peut aussi opérer coinme dans le numéro précédent. 
En cftet, si nous admettons: 



7-1= ii— ^\^ — 
dv * 


• • • > 


d'z_dQ dY^^ 
dv^ dv dv 


^^ dz 
» dv 



nous aurons, au lieu de Téquation (14), une autre, dont le type est celui 
de Téquation (i): les nouvelles valeurs des coefficients Y y entrant ne 
diflférent de la fonction Y^ ou des constantes /9 que de quantités du 
deuxiéme ordre. A cette nouvelle équation, on peut appliquer les pro- 
cédés que nous venons de mettre en usage, et on parviendra de cette 
maniére, du moins dans les calculs des perturbations des planétes, a des 
expressions des intégrales extrémement approchées des expressions vraies. 

Äeta mathematiea. 17. Imprime le 30 mars 181)2. 3 
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Il ne faut pas, cependant, se figurer qu'on puisse pousser les appro- 
ximations dont nous avons parlé a Tinfini; on peut, au contraire, prévoir 
qu'en dehors d'une certaine limite, les approximations ultérieures ne 
contribueront plus a Texactitude du resultat, mais qu'elles le font au 
contraire écarter de plus en plus de l'expression exacte. 

Cependant, ayant trouvé, par la méthode signalée, une valeur tres 
approchée de la fonction z, ce qui nous donne aussi une valeur tres 
approchée de y, que nous désignons par y^, il sera facile d'en évaluer 
la correction. 

Dans ce but, posons: 

y = Vo +yi 

et 

(15) ^ = 0- r,yo-Y,yl-Y,yl-^, 

Q^ étant une quantité extrémement petite dont les divers termes ne 
seront pas agrandis par la double integration. En introduisant les va- 
leurs indiquées dans Téquation (10), nous aurons: 

(16) + { Fl + 2Y,y, + zY,y\\y, + { T, + 31^3^.)^? + Y,y\ = Q„ 

équation dont il sera facile de trouver Tintégrale avec Texactitude quon 
voudra, bien entendu en retranchant, s'il est nécessaire, les termes a 
longues périodes qui se produisent par les diverses approximations. Ces 
termes-la se réunissent facilement aux termes de la fonction y^. 

Ajoutons encore la remarque qu'il ne sera point nécessaire de dé- 
terminer les fonctions jr avcc la derniére exactitude. Il suflFit d'en avoir 
une connaissance si approchée, que les restes de la solution, respective- 
ment multipliés par les diverses puissances de y^, seront de tres petites 
quantités, qu'on pourra comprendre dans la fonction Q^. 

L'observation que nous . venons de faire tout-a-rheure nous paralt 
tres utile, vu qu'elle nous dispense de recherches sur la convergence de 
plusieurs développements intermédiaires. 

4. Concevons niaintenant le cas oii les fonctions Y^^ ont des va- 
leurs. tres petites a Texception de Y^^^ que nous supposons tout pres de 
Vunité. Donc, en posant: 
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la fonction Po.i est une tres petite quantité: nous la supposerons de Tordre 
des forces troublantes. 

En reprenant Téquation (i), nous omettons une partie des terines 
du troisiérne degré, vu qu il n'est pas nécessaire d'y appliquer les trans- 
forraations dont il 8'agit maintenant. Quant aux autres termes du troi- 
siérne degré, nous les rejoindrons au produit P^xHj ee qui sera permis 
en vertu des considérations suivantes. 

Admettons que la partie principale de la solution de Téquation (i) 

ait la forme 

y = (//) cos[(i — (;)v — ;r], 

(//)cos TT et (Ä')8in;r étant des fonctions a longue period e, dont les dé- 
rivées seront, dans les oas ordinaires, de Tordre åe.q{H)y rnais dans les 
oas exceptionnels de Tordre de <:{HY. 

- En différentiant Texpression que nous venons d'admettre, il viendra: 

g = _ (, _ ,){H) sin [(I - <:)t' - ;r] + (A), 
011 Ton a employé la notation 

..v d[(H)cos7r] f v , (i[(H)sind . . >. 

La fonction (A), étant tres petite par rapport a y, on peut la négliger 
dans les formules que nous allons communiquer. 
Remarquons d'abord la formule 

('-OV + (|)'=(i-c)W 

et puis, en ne retenant qiie les termes dépendant de Targument simple. 



(l)V=ic-^m)v 
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Cela étant, il est facile de voir corament, si Téquation proposée 
contient les termes 



/?o..y''+/?i.,(|)V, 



on peut en joindre la partie essentielle ä la fonction Po.i multipliée par y. 
Dans Téquation (i) qu'on peut maintenant écrire ainsi: 



(>7) 



g+(,_P„,). + P..| 



+ n. 



«i.'/\ ' 



(•-i^)^' + (S) 



■V2P,Jl+P,,, 



dfl\ • 



('-^)^'-(Sj 



= a, 



nous 8uppo8ons d'abord, pour luicux juger de la portéc de nos trans> 
formations, les valeurs des divers- P telles qu'on peut les apprécicr en vertu 
des comparaisons que voici: 

Po., n P,.i ^ P,.« 5: ^{H\ 

la constante ^ étant liée a c au moyen de la relation 

La fonction Po.i seule n'obéit pas a ces conditions: en effet, si nous posons 

A., = /?. + 1\ 

l'ordre de y9, et celui de P seront donnés par les comparaisons 

Nous admettons encore que les fonctions P, o et P ne contiennent 
que des termes périodiques ä longues périodes, que la seconde d'elles 
contient en outre un terme constant, et que les trois fonctions P^^ , Pj ^ 
et P20 dépendent d^arguments de la forme 



(1 — a)v — B ; cr:^<r- 
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Maintcnant, si nous faisons 
(.8) y = (. -y..,)£ + r,/^+X,[U -?)E' + (g)'] 



et que nous admettions encore la notation 



(19) 



0+(i-y5)^=L, 



il sera possible d'éviter, dans les expressions de ^-j- et de ^ , la deuxiéme 

dérivée de Ey tant qu elle se trouve multipliée par quelqu'une des fonc- 
tions j? et ;f. 

Pour former, d'une nianiére aisée, la dérivée de Téquation (18), 
remarquons les relations suivantes qui découlent immédiatement de Téqua- 
tion (19), a savoir: 



<-«-+©• 



dv 



= 2L 



dE 
dv 



d 



(•- 



'K) 

dv 



(i-^)^'-( 



dE' 
dv 



+ LE 



^dE 



dE 



dv 



= 4(i-/9)i^-2L;^- 



Or, en dififérentiant l'équation (18), il viendra: 



(20) 



dv 



dE 
dv 



(t^ +(.- äu^ +(%^ -...,) ^ 



+&|(,-Äi- + (^yi+. 



!+=(■ 



fix. 



dv 



+ 



dx,_ 
dv ^1 



C-Ä^— (^)" 



+ jPi.o-^ + 



2/, -2^ + 2 ix, — X,) 



dE 
dv 



L, 
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et par une nouvelle différentiation nous aurons, töujours faisant usage 
de réquation (19) et des formules qui en résultent, " 






+ 



^Vo. 



dv 



L-2(i-y9)%i+(i-y9K, 



dv^ 



dv 



-^- c -«?... 



E 



dE 
do 



+ 



+ 



+ 



d\ 



Xo 



dv 



^^-^^' + (^i) 



& + 4(r-/9)|-'-4(i 



-?)x^ 



2E 



dE 
dv 



h. 



'S-'-4i?-40 



?)X. 






dEy 






+ ^Uxi + 2 "•"- "' I 



dv J dv 



+ 



2;fii^+ ^(xo—x^) 



dE 
dv 



dL 

dv 



Maintenant, si Ton introduit dans Téquation (17) les expressions que 



dy 



d'y 



nous venons d'établir de y, de ^ et de ^, , et que nous admettions les 
notations que voici: 



^Vo. 



d(pxA 



(22,a) i-A, = -^-2(i-/?)'-^+;(i-^)F«.. + (i~A.0(f-J^o..) 



M'Sr+('-^^4 



(22. b) 



-^1.0 — 



d' 



S^i.o 



dv 



dv 



(i — yS)j5,., + (i — Po.Of,. 



+ p...( 



dv 



f^o 



.1 ) T" ^1,0 > 
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(22, c) J.,=g?+(l 



-f^0.l)/o + "l.O^ + A.2) 



(22, a) A,='^ + 4(1 -/9)|-'- 4(t -P)x. + (I -Po.)x. 



+ i',.0 



a?+^(' 



^)x. 



+ Pia, 



(22, e) J,, = gi_4||i_ 4(r-;9);f, + {i - P,,)x, 



+ Pi. 



il viendra: 



dv ^^' 



"T -^s.c» 



(^3) S+(i-A.)^ + ^,..- 



dv' 



dv 



+ A, 



('-/5)^'+(S)l+^^..>^: 



lE 
dv 



+ A,M,-fiE'-{§)\ 



+ »'"37+ (^ %"-?•■ + ^...?...)i + ^Cf. -;r,)i 



3 



+U[ 






(I - Mxo -x,) + ^{'- ^x. + P^.ox.Y 



+ 



T-i 1 / \ dE\ dL .^ 



-P. 



0.3 



dyy /dE\* 



(.-«(.'-s')+(^!)-(^: 



• • • • 



Le plus souvent, c'e8t-ä-dire dans les cas que présentent, a quelques 
exceptions prés, les mouvements des planétes, on pourrait égaler la fonc- 
tion -4o.i ^ ^^ö constante et les quatre Ä restants, a zéro. On obtient 
ainsi, les deux fonctions <p et les trois fonctions /, les premiéres du 
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second degré et les derniéres du premier degré. Cela étant, il est 
évidemment perrais de négliger, dans Téquation précédente et dans la 
prerniére approximation, les termes multipliés par P^^ > Pi.\ ou P^.o, tandis 

qu'il faut gärder les termes multipliés par X et -i— , vu qu'ils sont, ä 

Texception de 

du troisiéme degré. 

Mais nous verrons tout de suite qu'on aura facilement une dé- 
termination approchée de la fonction Lj ce qui nous permettra de tenir 
compte, déja dans la premiére approximation, des termes dont il sagit. 

Désignant par ^^H la partie constante de la fonction P, nous écrivons: 

ce qui donne: 

Maintenant, si nous faisons: 

-^O.l = Pl "f" PzHj -^1.0 = -^0.2 = -^1.1 = -^2.0 = O, 

nous aurqns de Téquation (23) la sui vante: 

ou Ton a désigné par M une fonction du premier ordre et tout au moins 
du troisiéme degré, dont la plus grande partie peut étre regardée comme 
connue. 

En retranchant Téquation (19) de l'équation (24), on obtiendra Téqua- 
tion restan te que voici: 

(25) L = fi + (/9, + ÄÄ - p)E-,p,_:^ + f,, L - M. 

Nous n'avon8 pas ici motif de considérer d^autres cas que ceux oii 
la diflférence 

est tres petite, tout au moins du premier ordre et du second degré.. IVun 
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autre c6té, nous nous dispensons d'examiner les cas oii la fonction E est 
plus grande qu'une quantité du premier degré, vu qu'autreinent l'orbite 
ne serait plus une orbite planétaire, mais bien pareille a celle d'uTie 
cométe. Mais cette présomption-la exige, dans les cas exceptionnels, que 
les terraes critiques dans Q soient tout au moins du troisiéme degré. Par 
ces considérations, on conclut que 

L = Q 

constitue une valeur approchée de L. En efifet, la fonction M étant 
donnée au moyen de la formule 



+ 
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du 






L 



+ 



^XiE+ Hxo—x,)^ 



dL 



elle est dans les cas ordinaires une quantité du troisiéme degré, mais 
dans les cas critiques ou L est du troisiéme degré, du cinquiéme degré. 
Il s'ensuit que le premier terme du membre droit de Téquation (25) 
Temporte sur les autres, bien entendu sous la condition, que jTo.i et ^,0 
soient des quantités du second degré, ainsi que ^^ , X\ ^' X^ ^^ premier 
degré, ce que nous avons supposé, vu qu'autrement la transformation 

ihdiquée aurait été sans succés. Mais encore, puisqu on peut joindre, ce 

dE 
qui est bien evident, les facteurs qui multiplient E et -r- aux équations 

(22, a) et (22, b), et les y considérer comme des quantités connues, la 
partie restante de M sera, non seulement du troisiéme ou du cinquiéme 
degré, mais méme du deuxiéme ordre. On peut donc commencer les 
approximations par intégrer Téquation 

(27) £f+(l-A-Ä^)^=ö-F..o^+fo..i2. 

Äeia mathematiea. 17. Tmpriiué le 30 man 1892. A 
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En portant, dans Téquation (25), Texpression de M que nous venons de 
signaler, nous aurons sans peine un resultat de la forme: 

(28) • L^N-/^. 

Dans cette relation, oii Ton a négligé le terme dépendant de 1/', on peut 
considérer N ^i ip coinme des fonctions toutes connues, de la méme nature 
que Q et ^o.i- Nous reviendrons plus loin sur la resolution d'une équa- 
tion du type (28). 

5. Revenons aux équations (22). En rempla9ant les cinq Ä par 
des valeurs déterminées, nous aurons cinq équations linéaires du deuxiéme 
ordre, dont la troisiérae s'intégre indépendemment des autres, et les quatres 
restantes se divisent en deux groupes forinant chacun un systéme de deux 
équations simultanées. 

Adraettant d'abord: 

-^0.2 = o, 

Téquation (22, c) s'écrit ainsi: 

(29) g^ + (I - A - Afl - ^);fo + P^.o^ = - ^0... 

Pour nous faire une idée de la nature de rintégrale^, supprimons les 
termes dépendant de P et de P, o, vu qu'ils n'exercent aucune influence 
décisive sur le resultat. 

Cela pose, nous allons considérer un terme critique isolé de la fonc- 
tion Po„, ä savoir: 

P0.2 = r sin [(i — a)v — B\ 

oii la nature critique du terme s'est manifestée en ce que nous avons 
adniis la diflférence 

A - 2^ 

tres petite. 

En introduisant, dans Téquation (29), Texpression adoptée de Po.,, 

il en résulte: 

/- sin [( I — a)v — B] 
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Certes, le coefficient du sinus ne peut devenir infini, vu que la 
constante H contient, panni d'autres termes, le carré de ce coefficient, 
mais il peut devenir trop grand pour étre considéré comme une quantité 
du premier degré. Dans ce cas, pour avoir une valeur du premier 
degré de jf^, il faudrait égaler Jo., ^^^ pl^s a zéro, mais bien ä la fonc- 
tion ;f^, multipliée par un facteur du premier ordre. Donc, en désignant 
ce facteur par ^q, nous aurons, au .lieu de lequation (29), celle-ci: 

(30) + (I - /?« - Ä-ff- P')/o + A., ^ - - Po.. 

En maintenant les suppositions de Texemple précédent, il viendra: 

__ 7- sin [(i — a)v ^ B] 

d'oii Ton voit facileraent, en considérant y comme une quantité du pre- 
mier ordre et du premier degré, que la fonction j(^ reste du premier 
degré si la diflEérence ^^ — 2a + ^^ est tres petite. 

Pour rendre plus facile Tétude des deux systémes dans lesquels se 
divisent les quatre équations restantes du s)^stéme (22), a savoir: (22, a), 
(22, b), (22, d) et (22, e), nous allons y opérer une transformation, afin 
que les deux équations de chaque systéme soient symétriques, propriété 
que ne possédent pas encore les équations dont il slagit. Dans ce but, 
on peut utiliser la méthode suivante. 

La forme commune aux deux systémes étant d'abord celle-ci: 



(3-) 






A f B y c et D signifiant des fonctions connues, et ^ et g des constantes, 
introduisons-y, au lieu de o; et y deux inconnues nouvelles, f et 5y, 
liées aux premiéres par les deux relations: 

X = $ cos (ov -^ 7j sin loVy V = ^ cos wv — f sin wVy 
dans lesquelles on a désigné par cd une constante indéterminée quon 
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choisira convenablement. Pour rendre les formules qu'on va obtenir plus 
simpleSy on se ser vira de la notation 



U = (OV. 



Cela pose, on obtient, au lieu des équutions (31), les suivantes: 
, 4- :i- [-^ — 2jp sin uco&u] + -T^l^o) + C + ^P cos u^ 



dv^ dv 



dv 



wC — liopco^u^ 4- 2JC0S«*'] 



+ 7j\wA -{' D — 2(i)p sinw cosw + 2j sinw cosw] = ilfcosw — iVsinM, 
A + :7?[^ + ^P ^^^^ co8«*] — X,[2^ + <^' + 2j; sinw'] 



dv^ dv 



+ 5y[ — ö>' + J? — (oC — liop^inu^ + 2y sinw'] 

+ ^\(oÄ + D -|- 2ö>/) sinw cosw — 2g'sinwcosw] = il/ sinw + NqosUj 



et si Ton pose: 



il viendra: 



e = ^ + irj, 



(32) '^^^+{A^i[2w + C+p]]^^ + [-a>'+B--wC--wp+q^^^^ 



dv' 



dv 



+ pé 



3iu 



.d$d7j 
dv dv 



■^ {—po) + y)e""(f — iij) --= Me*' + iNe". 



De méme, en adoptant la notation 



r = f — tjy 



on parviendra ä Téquation 



dr' 



d2' 



^+{A + i{2a} + C + p)}-£-\-[—w'-]-B~wC~wp + q + i{toA + U]]i: 



+ pe-"'{— *ä^ + 5;) + (— i»^ + 9)e-'"'{^ + iv) = Me'*" - iNe-*\ 
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Les dcux équations que nous venoiis de trouver s'écrivent aussi de 
la maniére suivante: 

= {IH+iN)e*', 



(33) 






done, elles förment évidemmcnt un systéme syinétrique. 

Dans les équations que nous venons de signaler, on a employé les 
notations 

F= A; if^ = _ ö>' + j5 — wC —Q)p + q; 

G = 20) + c + p] G^= o)A + D. 

Concevons raaintenunt le systéme que förment les équations (22, d) 
et (22, e). En égalant )(^ k x et /^ k y, nous aurons, en omettant le 
petit terme du deuxiéme ordre 2[iP^Q\ 

A = P..o; 2? =^ - 3 + 4/9 — Po., = - 3 + 4/9-/5. —[i,H~- P', 
C =4; D = 2P,.o; 2JP = — 4/9; q = O, 

iH = -P..,; iSr=-P,.o; 

et si nous posons: 

4/9-/9, -Ä^= 3^, 

~p sera évidemment une quantité, ä bien peu prés égale å ^ ou \\ y3j. 

Cela étant, nous allons déterminer la constante w de maniére que 
le coefficient G disparaisse. De cette condition, il résulte: 



ce qui entraine: 



ö> = 2( I -pi, 



i\ = I -i? + 3(^-/5) -P'; G, = 2^P,.o 
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En négligeant, comme plus haut, cette derniére quantité, nous aurons 
les équations 



d*e 



dv' 



de 



T+l\.o£+[i-^+3(fi-ff)-P]B 



dv 



_a;;,.-*<'--W-^_f_,^,,_:^,, 



I 

2 



-4i 



(-H 



= — (^1., + iPro)e 



-<.-L.). 



d\l' 



dl' 



+ p^.o£ + [^ - 1^ + 3{fi- ^) - n^ 



+ 2 



,^K>44'||_4^(,_i^),K-^^>, 



.(.-1,), 



= - (^M - iP..o)e 

Exarainons ce que deviennent et I lorsqu'on suppose, dans P^ 
et Pao? Texistence de termes dépendant d'arguments critiques. A cet 
effet, supposons que nous ayons: 

A.o = (r + ^) cos[(i — (t)v — Bl 
P^.^ = {r-e)sln[{l-a)v-B] 
et que le coefficient a ait une valeur telle que la différence 

soit tres petite par rapport k /9. 

Or, si Ton néglige les termes dépendant des parties périodiques, 
c'est-a-dire de Pi o et de P', ainsi que la différence ^ — /?, les équations 
précédentes deviendront: 






(34) 



^a v 






= i{^e't"-''"-*^ + ee-'t^'-''>"'-*J)e"('"^'')', 
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d'ou Ton tire, en inettant: 

les équations de condition : 

De lä il 8'ensuit que le coefficient fi est une quantité tres petite du 
méme ord re que /-; quant au coefficient y, pn voit qu'il acquiert le méme 
diviseur qui figure déja dans }(o' On conclut de lä que Télimination des 
fonctions X\ ^* X^y ^^^^ ^^ ^^ critique, ne sera pas plus facile que ne 
l'a été celle de la fonction ;f^, Cependant, il ne se produira aucune 
complication ultérieure de notre équation résultante, vu que les termes 
dus aux fonctions Xi ^^ X^ ^^^* ^^ rejoindre, apres quelques operations 
faciles, aux termes analogues dans ;f^, de sorte que toutes les trois fonc- 
tions dont il slagit, s'uniront dans une seule. 

Venons finalement aux deux preniiéres des équations (22). En les 
comparant aux équations (31), on aura, si Von néglige le terme du 
deuxiéme ordre, les valeurs 

Ä - P,.o; B = IS-p, -^H- P\ t; =2; D = P,.o, 

2p = — 2^; ? = O, 

Faisons d'abord G^ = o, ce qui nous donne: 



O) 



"(-lA) 



et puis: 
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en négligeaiit toujours les quantités du deuxiéme ordre. Nous aurons 
ainsi, en omettant les coefficients périodiques, les équations 






(35) 



-A- 



d2' 






5^ + (' 






^{F — iP,,,)e 



Maintenant, si nous supposons: 



öT étant une quantité tres petite par rapport a y9, et ;^ un coefFicient 
du deuxiéme ordre et du second degré, nous parviendrons au resultat 
que voici: 






[(,_L^+5-)r + ^] 



les coefficients /i et v se dcduisant en vertu des équations 

[- (i -^/9 + ^)'+ I -/5. -y537i]v - Q^' + /9^)/i= o, 

d'ou lon conclut facilement que les fonctions dont il s'agit peuvent acquérir 
des valeurs tres grandes, la différence /i^ — y5 étant tres petite. 11 8'ensuit 
de la que les transformations que nous venons d'indiquer derniérement 
ne portent pas toujours au but proposé. 

Mais si, dans un oas critique, il se trouvait iinpossible de faire 

dt] 

disparaltre entiérement les coefficients variables de iJ et de -y- , on pourrait 

du moins utiliser les équations (35) pour détruire une infinité de termes 
dans les fonctions P et P, o, de sorte qu*on naurait retenu, dans les 
coefficients dont nous avons parlé, qu'un nombre fini de termes. 



(36) ^3^ + [■ 
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6. DiEinä le caa pii Ton ne saurait annuler les quantités A^i et Ai^^f 
ni les trois -^o.a > -^i.i > -^2.0 '^on plus, Téquation (17) prend la forme 

oii Ton a mis en évidence les termes dépendant de {Sy, fonction qui est 
donnée par la formule 

Dans Téquation que nous venons de signaler, on a désigné par ¥ et 
deux fonctions connues ne contenant qu'un nombre fini de termes pure- 
ment périodiques, la premiére consistant exclusivement des termes en 
cosinus, la seconde des termes en sinus; les coefficients p et p^ sont des 
constantes^ lé premier de Tordre zéro, le second du premier ordre, et tous 
les deux. du degré zéro. Nous supposons enfin, qu'on n'ait retenu, dans 
la fonction ;f^, qu'un nombre fini de termes* 

Maintenant, si nous rempla9ons la fonction y par une autre z^ et 
la variable indépendante v, par une autre w, et que nous supposions les 
relations sui vantes: 



y = TT-r ^^ = (r+w'^«' 



^ étant une fonction dont nous pouvons disposer a volonté, nous aurons 
d'abord: 



dy 
dv 

dv^ 



dz f . ,. dé 



e •' , 






du 



— 



(i + ^)»e 



åz , . ,\ d<f) 



e 



—fOdv 



1 

et ensuite, en introduisant les expressions obtenues dans Téquation (36): 



(37) 



du 



.+ 



I dV 



if^dv 



ri^if.+ tx-Ä-AW-*-](hr^ 
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Dans cette équation, on a omis le terme dépendant de -^ — , vu qu'il 

doit étre considéré, le cas étant critique, comme une quantité du cinquicme 
degré. 

Cela étant, nous allons déterminer la fonction tp de maniere que la 
condition 

soit satisfaite; on a cmployé la notation 

En supposant de plus que (//)' ainsi que ly' soient des quantités du 
deuxiéme degré, nous aurons, vu que i[> est évidemment une fonction ä 
longue période dont la seconde dérivée est une quantité du second 
ordre et au moins du second degré, la relation approchée: 

(i +^)« = /*"'. 
Si Ton introduit cette expression dans la formule 

il viendra: 

et Ton prévoit aisément que Terreur de cette relation ne surpasse pas 
une quantité du quatriéme degré. 

En utilisant la relation trouvée, et en établissant les notations 



on parvient, eu égard a Téquation (38), au resultat que voici: 

(39) £* + (' -A -Ä^^-' + ^n' = W- 
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TcUe est Téquation qu*il nous reste a intégrer ; mais avant que de 
nous occuper de cette tåche, revenons a Tintégration de Téquation (38). 
Si Ton écrit la dite équation de la maniére suivante: 

(4°) 2'-^^''^"' + c -AX. +f)= ?,iV + 1*) 






on pourra tout de suite, aux termes du membre de droite, appliquer les re- 

lations approchéés entré C 0dv et ^, et entré {Hy et 37' que nous venons 

d'obtenir tout a Theure. Mais puisque les fonctions q% W sont don- 
nées au moyen de t;, tandis que la variable indépendante de notre 
équation est u, il faudrait d'abord changer la variable d'ou dépendent 
les arguments. Cependant, la dififérence v — u ne contenant que des 
termes périodiques, on peut mettre, tout simplement, u au lieu de v 
dans les arguments de la forme 

le coefficient a étant une quantité du premier ordre et, dans les oas cri- 
tiques, du second degré. 

En effet, si nous admettons le développeraent 

g'/^^* = a^ + ttj cos(^jt; + JJ + a, cos(^,t; + ^J + . . . , 

qui est nécessairement convergent, méme si C 0dv est une quantité de 
Tordre zéro, et que nous y posions: 

t; = w + U, 
nous aurons immédiatement: 

^ffPdv ^ ^^ _j^ ^^ co8(^jtt + Ä^) + a, cos{örjV + -43)+... 

— {^jÄj sin(^j«^ + Ä^) + \a^ sin(ä',w + JJ + .. .}(/ 

{/» 

— {^»1 co8(ö'i«^ + -4j) + ^ötj co^{a^u + -4j) + . . .} — - 

1.2 

I • • • > 
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d^^oii il est visible que les parties dépendant des puiasånoes de U sont 
peu considérables relativement aux termes de la premiére ligne, la fonc- 
tion U étant considérée comme une quantité de Tordre acro.. 
En calculant la fonction U au moyen de la formule 




/<p(i, 



(I + <py 



dUy 



on ne saurait éviter la naissance d'un terme séculairéy ce qui ne doit 
paSy cependant, se produire. Il ne sera pas difificile, toutefois, de se mettre 
a l'abri d'un tel inconvénient. En eflfet, il ne faut qu-ajouter au membre 
de droite de Téquation (38) une constante, v, qu'on peut choisir de fa9on 
a détruire le terme séculaire dont nous avons parlé. 
Maintenant; apres avoir établi la notation 

e-' == a + Wy 

ou la fonction W ne renferme que des termes périodiques, nous mettons 
Téquation (40) sous la forme 



c^V 



du 



i + 



3«(i-Ä)+ i-Ä + >' 



[Ttf0dv "1 



ifOdv 



+ i{^-^W+1^j^^^U = {ri+W-i){i-p,)-v 



iflPdv 



(2f0dv \ 2f0dv 



+ 6(1 -/?,)(«+ W)d>' 



• • • • 



Quant a cette équation, il s^entend facilement, sans qu'il soit nécessaire 
d*entrer dans les détails, comment on opére son integration au moyen 
d'approximations successives. J*ajouterai Tobservation que, selon Thypo- 
thése, les fonctions rj^, [Iiy et W ne contiennent que des termes a longue 
période ou bien des termes constants: un tel terme passera cvidemment, 
sans étre essentiellement agrandi, dans Tintégrale de Téquation (40). 
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; 7. Toutcs les fois qu'il 8'agit d'un oas critique, rintégration de Véqua- 
tion (39) est, comme on le comprend a la premiére inspectioiiy exWémc- 
ment difficile. Nalle espérance d'en trouver la solation sous forme d'un 
développement, ni suivant les puissances* des forces perturbatrices ni 
suivant celles des éxcentricités ou des inclinaisons. Mais il paralt méme 
manquer toute possibilité de retrancher directement, de Téquation dont 
il s'agit, quelq^ue partie de maniére que le reste soit convenable a rinté- 
gration, tandis que Tinflaence de la partie retranchée soit assez petite 
pour étre négligée d'abord. Il faut donc recourir a de nouvelles träns- 
formations. 

Pour préparer un peu le terrain, posons: 

ce qui changera Téquation (39) en la suivante: 

Puisque Tune des fonctions z^ et z^ est entiérement arbitraire, nous pouvons 
la déterminer par Téquation 

ce qui entralne: 

Toute la partie a droite est connue: selon notre supposition, {U) est 
une quantité du troisiéme degré, si le oas est critique, et on s'aper9oit 
facilement que les termes critiques dans la somme 

(■-Ä);r+^ 

sont aussi des quantités du troisiéme degré. 

Il parait ä la premiére inspection que Téquation en z^ est bien simple; 
néanmoins son integration présente de tres graves difficultés. Afin de 
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les apianir, nous allons remplacer iq^ par deux nou velies fonctions, r^^ et 
i^p dont la seconde soit connue. Dans ce but, posons: 

h = Vo c^s[(i —'ff^)u — Bo — ^oJ; ^1 = Vi c^s[(^ — ^i)^ — ^i — ^i]» 

7j^ cosTT^ et 7j^ 8m TT^ étSLTit deux fonctions connues. Nous admettons en* 
suite, ce qui est d'accord avec la supposition d'un cas critique, que la 
dififérencc tr^ — (t^ soit extrémement petite, de sorte que Ton ait: 

hypothése ä laquelle nous ajoutons la sui vante: 

é _ 

Avant d'aller plus loin, voici quelques relations entrc les fonctions 

^0 ' "^i ' dJ ' dS ^'"° ^^*® ®* 7o » 7i » J^o » ^1 de l'autre. 
Apres avoir fait, pour abréger: 

(i— <T,)« — B, =f„ ; (i — (tJm — B, =f,, 

fo — ^0 = Po ; fl — Jr, = F„ 

jy, cos;r, = g, ; i^i cos;r, = g„ 

ly, sinn-j = ^o ; oy, sin;r, = h,, 

cosf,^+ sinf,^= (AV, cosf.g^ + sinf,^= (A)., 



nous aurons: 



dz 



du 



! = _(, _^J^^8i„F, +(AX. 



Les fonctions (A)^ et (A)j étant ordinairement du premier ordre et 
du premier degré, dans les cas critiques méme du troisiéme degré, on 
peut, le plus souvent, les négliger a cöté de tj^ et ^j. Il y a cependant 
des formules ou Ton doit, inévitablement, les retenir. 
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Cela étant, il sera facile d'établir les formules que voici: 



•»o = So COB f, + h, sin f, ; 



da, 
du 



= — (i — tr;){g^ sinf, — b, cosfj + (A)„ 



(» — OSo = (»— O^ocosfo 



^sinf, + (A), sinf,, 



c20^ 



(i — . ff,)\ = (i — trj^!, sin f, + :rf cosf. — (A), cosf,, 



du 



(I - er.) v = (I - ^o)'4 + (^) - 2 ^ (A), + (A)?, 

ainsi que des formules toutes semblables donnant gi , hj et rj] . 
En désignant par w la dififérence 



Fo— F, ={a^—a^)u + B,—B, + tt. 



jr, 



o» 



nous aurous ensuite: 



dz^dz 



(i -y9)Vi + d^f d^r ==(^-^)'7o5?i cosw + (y9- 2<t+ öi<r,)iy,iy, sinF, sinF, 



(i-^) 



dz^ 



dz^ 
du 



-[(i-O(^)i^o 8inF,+(i-^J(A),^, sinFJ + (A),(AX, 

= (^ -/^?o7i 8^" w + (y9- 2(r+T+(r^ö)37^iyj sin F^ cosF^ 

— (/5— 2£r— r + ^iö)3yj,iyj cosF^sinFj 
+ (i — (r){(AX7, cosF, — (A),iy, cosFJ, 



ou lon a employé les notations 



öi + ^i 

2 ' 



y ^ ^1 — ^0 



Nous ajouterons encore quelques relations qui nous seront utiles 
prochainement; les voici: 

i^.rj^ cosw = (g,gj + W) cos(f, — fj + (hogi — SX) ^^»(fo — ^i)^ 
7o^i sin w = (g,g, + W) sin (f, — f J — (h,g, — g,h J cos (f, — f J 
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ou bien: 

• - • • • a 

I 

Nous allons employer, plus loin, la notation 
il conviendra alors de se rappeler la relation 

du 

En vertu des formules que nous venons de signaler, il sera main- 
tenant facile d'établir la suivante, ou Ton a négligé les termes du pre- 
mier ordre, ce qui convient ä Tusage que; nous allons en faire, 

V^ =^ Vl + Vl+ ^^0^1 cos w. 

En portant cette valeur de ^' dans Téquation en z^ que nous venons. 
de donner dans le commencement du numéro present, nous aurons, apres 
avoir établi la notation 

Téq nation suivante en z^: 

(40 0+1' -Ä -^ivl + 2^07, C08W + V^p, = Q'. 

8. En partant de Téquation (41), il y aura lieu de supposer le 
développement que voici: 

^0 = ^0 + ^1 ^^^ W + C^a COS 2W + 

+ ^1 sin w + Tj sin 2w + . 
De cette forme, il découle immédiatement: 



• • • 



T^ = 7 -3 — cos nw + -; — Sin nw 

du ^^ \du du 



dw 



+ y^{ — n Z7„ sin ww + nT„ cos nw]-=- 9 
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du* 



- r 



dWn d^Tn . 

Y- C08 nw + -T-v- sm nw 



du' 



du' 



dUn . , dTn ' \dw 

— n -z — sm nw + n^ — cos nw 



du 



du 



du 



^{^^'f/^cosnw + n^T^sinnw} (^j 



dV 



+ 52{— wl7,sinnw + uT^cosnw}^ 



En introduisant, avec le développement admis de ^^y cette expression 
de la deuxiéme dérivée dans Téquation (41), il en resultera: 



d'U, 



du 



f + 1 1 —l^i—Mvl + yi')] U, — /i»r^,ri,V, = H', 



d*U. 



du 



i + 



A 



dw 
.dit 



y-Mvi+v^) 



u.+2'^'^+Tf^ 



du du 



du' 



A7o7i(2t/.+ f^,) = 0. 



d*T. 



du 



i + 



/?.- 



i^y-Mvi + r^r) 



Ti — 2 



dU.dvr 
du du 



-u. 



dtt* 



— Ä^yo^^i^a 



= O, 



d^V. 



du 



i + 



Ä-2'(£)-M'?? + '??) 






P.rioVxiP, + U,) = o, 



du* "'" 



'-^•-^'©-^'(^« + ^>) 



r, — 4 



dl^dw 
<2u (iu 



2J7, 



d'w 



»dtt' 



-Ä7.7i(^. + ^,) =0. 



Ces équations, deux formant toujours un couple (ä Texception des 
trois premiéres), on peut les réunir dans une seule équation du second 
ordre en posant: 
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Le type general des équations qu'on obtient ainsi devient: 



(42) Tu' + 



-^' -»*'(£)'- ^»(^• + ^') 






du du 



du 



A^o^i(^«-i + >^,4-i) = o; 



et de cette équation, on en peut tirer une autre, ^ue je tiens pour la plus 
convenable aux recherches sur la convergence du développement pro- 
posé pour represen ter la fonction z^. Afin d'y arriver, posons: 



'n 



C,e 



,<«(w-d) 



En introduisant Cn ^^ lieu de Z„, dans Téquation précédente, il viendra: 



d'C 



du 



T + 



'-^^-''i2)-Mvi+vr) 



.d»dZ, 
du du 



-/?3:?o7.{C_,e-"-*> + C+,e'^'-*1 = o. 



Mais puisquon a: 



y(W-iV) 






= gogi + KK — Khogi — go^^i)^ 

gogi +KK +Kh,gj —goK)^ 



d» 

du 



y7.= 2T, 



Téquation demandée prendra la forme que voici: 



(43) 



dKn 

du* 



+ 



Ä 



4nV 



fiM + 7?) 



C — 4»»r 



du 



= I^ÅSogi + hoh,)(C-i + C+i) — iM^ogi — gohi)(C-i — C+i). 



De cette équation, deux choses sont faciles ä conclure: d'abord, que 
les fonctions Cn ne peuvent aucunement devenir plus grandes qu'une 
quantité du premier degré, vu que tjI contient les carrés de tous les coefifi- 
cients dans ces fonctions; et puis, que les fonctions dont il slagit, lorsque 
n devient si grand que le produit nr surpasse Tunité, décroissent de ma- 
niére a former une serie convergente. 

Pour corroborer cette derniére assertion, négligeons la fonction Ch+\9 
et supposons qu'on connaisse C_i, dont la valeur ne saurait surpasser une 
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quantité du premier degré, ainsi que les expressions approcbées de 

go > gi . K et h,. 

Concevons maintenant un terme du second membre, désignons-le par: 

et négligeons la partie périodique de rjl + ly?. En vertu de Téquation 
précédente, on obtient facilement Texpression suivantc du terme demandé 
dans Cny la voici: 

• . /- 1 r«'^" 



^« + 4„V— I + y9, - 4nd + fi,{H, + H,) 

Par Hq + -ff j on a désigné la partie constante de lyj + ^?. 

Certes, le coeflFicient j^ est une quantité du premier ordre et tout au 
moins du troisieme degré, mais il peut étre aflfecté d'un facteur tres grand, 
don t la valeur n'atteint pas, cependant, celle de n. On a toutefois obtenu 
un resultat qu'on peut considérer comme tres petit, méme par rapport a 
une quantité du premier degré. A partir d'un tel resultat relativemen t 
ä (^, la convergence des fonctions C+i > C+a > • • • s^ra évidemment tres 
rapide. 

9. Pour le calcul efifectif de la fonction z^, la méthode dont nous 
venons de faire Texposition n'est pas su£Fisamment aisée, vu qu*elle exige 
des approximations successives et en méme temps renouvelées. Nul doute 
qu'on ne puisse en tirer, en employant certains procédés de tåtonnements, 
des régles pour calculer les coefficients dans la fonction demandée, mais 
dans le oas ou il ne s'agit que d'une solution approchée, on peut atteindre 
le but d'une maniére plus directe. 

Reprenons Téquation (39), et admettons-y le dévcloppcmcnt 

(44) ^= V^+V, + F, +.... 

Puis, si nous désignons par F', Z*", . . . , If^, /^j**, . . . ,l'^\ ?,", . . . des 
constantes encore disponibles, du premier ordre et du second degré, liées 
entré el les par les relations sui vantes: 

;(0) _ jm ^ im + ;(o, ^ _ ^ 
p^^o. + ^U) + /(.) + ..., 
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réquation (39) peut se remplaccr immédiatemcnt par le systeme que voici: 



(45) 



d*V 



du 



f + (I -i^r-nv^ - (M -on-M'/, 



d*V. 



du 
d*V. 



^ + (i -A - nv, = {,%7i' - /i'>)r, - rr„ 



du 



f + (• - A - ^")n = 0^,7' - 1f)V, - /'."F, - C Ko, 



[ etc. 
Du développenient (44), on tire facilement la formule 

(46) ,» = (, _y9){Fj+ r? + ... + 2r,r, + ... + 2F,F, + ...} 



+ 1 ©■+(§)•+... +^ 



'fKdV dV^dV, 

, I -^ j.. j.. "T • • • O 



€(u du 



dfi (in 



a Taide de laquelle on peut intégrer le systeme (45). 

Voici la marche ä suivre: 

La premiére des équations (45) s*intégre tout-de-suite; seulement, 
la constante l^^^ n^étant pas encore déterminée, les coefificients du resultat 
contiendront cette quantité comme symbole algébrique. La fonction V^ 
étant connue, du moins quant a la forme, on établira la fonction ^' en 
mettant: 

,.=.(. -Än + (§)'■ 

En passant, avec cette valeur préalable de ly^ a la deuxiéme des 
équations (45), on aura d'abord Toccasion de déterminer la partie l^i^ de 
?^. Le but qu'on a poursuivi avec cette arbitraire, est évidemment de 
rendre la valeur du second membre de cette équation aussi petite quc 
possible. Le plus naturel est sans doute de mettre: 

H étant la partie constante de tj^, mais une autre déterraination peut 
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quelquefois se presenter plus favorable. Quoi qu'il en soit, la constante 
F\ renferme la partie jS^Hj niais peut encore contenir d*autres ternies. 

Cela pose, on dctermine la fonction F^, ce qui est maintenant tres 
facile; on aura ensuite une nou velie détermination de ^^ avec laquelle 
on pourra renouveler Tintégration de Téquation en Fj, et on sera arrivé 
ä la troisiéme des équations (45). 

Il slagit, avant tout, de la détermination des constantes 1^^^ et l[^\ 
Le principe general du choix des constantes I est toujours le méme: c'est 
de les déterminer de maniére que la somme des termes du membre a 
droite soit la plus petitc possible, et que la réapparition dans les divers 
F„ d'un certain argument soit évitée le plus possible. 

Au fur et a mésure qu'on avance, dans la détermination des fonc- 
tions V^j le nombre des constantes a choisir devient plus grand. Donc, 
plus rindice de la fonction cherchée est grand, plus on aura des constantes 
a sa disposition pour modeler convenablement le second membre. 

Mais ce qui est indispensable, c'est que les constantes l^^\ l^^\ . . . 
renferment le terme y^g/i. 

De la maniére indiquée, on peut déterminer les fonctions F„ de proche 
en proche en renouvelant, autant qull sera nécessaire, le calcul des le 
commencement. 

Mais contre le mode du calcul indiqué tout a Theure, on pourrait 
faire la méme objection que nous venions de signaler, lorsque il s'agissait 
de la méthode du paragraphe précédent. L^inconvénient dont nous avons 
parlé tient a ce que les équations (45) s^intégrant de proche en proche, 
ne donnent pas, immédiatement, la valeur compléte de la fonction cher- 
chée, mais qu*on est obligé de recommencer le calcul, chaque fois q'une 
nouvelle valeur de tj^, plus exacte que la précédentc, a été atteinte. 
Apres avoir introduit Texpression de ly* selon Téquation (46), on évitera 
cet inconvénient en changeant la répartition des divers termes connus sur 
les différentes équations. 

En faisant: 

H = Hq + H^ + H^ + . . . y 

on reconnaitra facilement Tidentité de la somme des équations suivantes 
avec Téquation (39): 



46 
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(47) 



tVV 



du 



f + (i-Ä-/^,/^)n = (n 



d*V 



du 



f+(i-y9,-^,//)F, = Ä 



0-^)^« + ('^")-^^o 



^S' + ('-Ä-Ä«)^' 



Ä 



= Ä 



+ Ä 



'^M' 






Po 



('- 



^)(n + 2FoF,) + (^^')' 

dV.dV. 



etc. 






Pourvu qu'on ait calculé les fonctioiis précédentes, les seconds membres 
des équations (47) sont immédiateineiit connus, abstraction faite des fac- 
teurs dépendant de la constante //. 

Quelquefois 011 pourra opérer les approximations encore plus avan- 
tageusement en reinpla9ant le systéme précédent par celui-ci: 



du' "^ 



(48) 



du 



V-:- + 



d'V. 
du 



f + 



'-/5.-A[o-Ä»';+(^')'+tf-ff.jk,=(i2), 

-Ä-.^,[(.-,9)n+(^')V//-/Aj|K.= -Ä[(.--^)K;+(^;;^)]^, 



+4«-ÄF;+(^f-f/. 



y, + 2Ä 



<'-^)^»^'+ffk-+^.) 



-A 



<-«"--r^)"-(<-«nK,.fi:.)i' 



etc. 




Nouvelles recherohes sur les series employées dans les théories des planétes. 47 

Cest surtout lorsque les fonctions (i2) et ;f sont restreintes a ne 
contenir, chacune, qu'un seul terme prépondérant qiie 1'emploi des équa- 
tions (48) se montre extrémement favorable. En effet, dans ce cas les 

fonctions (i — y9)F2 + {^\ et (i — ^)F? + (^Y se réduisent a des 

constantes, du moins a des fonctions ou les parties variables sont tres 
petites par rapport aux parties constantes, de sorte que les deux premiéres 
fonctions sobtiennent presque iinmédiatement. 



S 6. EquuHons avec ter mes trlgotwtnetriquea dont les arguments 

dépendent de la fonction cherchée. 

I. L'équation fondamentale que je vais traiter dans le paragraphe 
present, est, quant a son type, une généralisation de celle que j'ai exa- 
minée dans mon méraoire de 1887, et dont Vintégrale donne Texpression 
des grandes inégalités des planétes. 

L'équation générale dont il s'agit contient des termes de deux genres: 
les uns dépendent des anomalies des planétes ou des arguments astrono- 
miques qui les remplacent, les autres ne renferment, dans les arguments, 
que les longitudes des périhélies et des noeuds. Les termes du premier 
genre contiennent encore, dans les arguments, la somme de toutes les iné- 
galités multipliée par un facteur de 1'ordre zéro, tandis que cette somme 
ne figure, dans les arguments des termes du second espéce, que multipliée 
par un coefficient de Tordre des forces troublantes. Les termes du second 
genre donnent naissance aux termes élémentaires se réduisant a des con- 
stantes, lorsque les masses troublantes s'annulent. 

Dans mes travaux précédents, j*ai considéré séparément ces deux 
espéces de termes, et j'ai réussi d'assigner une limite supérieure aux 
inégalités dépendant des anomalies. De la, on pouvait méme conclure, 
du moins dans le cas de deux arguments, la convergence des dits termes, 
vu que la suite de leurs limites supérieures se montrait convergente. 

Quant aux termes élémentaires, il ne fut pas possible, ni de dé- 
montrer leur convergence, ni d*en obtenir la valeur avec une exactitude 
illimitée. Seulement, dans les cas les plus faciles, on a pu calculer, 
d'une maniére bien simple, les coefficients de ces termes, et on a obtenu 
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des resultats qui, on peut Tadmettre, ne sont pas trop dififérents des 
valeurs exactes. 

Dans les recherches suivantes, on a considéré les deux genres de 
termes simultanéinent, ou bien: on a eu égard aux teruies de la pre- 
miére espéce, en formant Téquation difFérentielle d'ou s'obtiennent les 
termes élémentaires. 

En désignant par s^, s^ , . . , des nonibres entiers quelconques, que 
nous pouvons d^ailleurs supposer positifs, et par ^ , ^j , . . . des quantités 
dépendant de ces entiers ainsi que des rapports entré les mouvements 
moyens des arguments astronomiques, enfin par les symboles ^7^ , <7, , . . . 
des quantités aussi dépendant de norabres entiers et d'argumcnts astrono- 
miques, mais seulement d'une raaniérc telle que les divers a ne renfer- 
ment que les rapports des mouvements des apsides et des noeuds au 
mouvement de 1'argument t;, de sorte que les a sont de Tordrc des forces 
perturbatrices, nous allons considérer Téquation du deuxiéme ordre: 

(,) 0=_j^sm(G„+5,r)-X.-4i„ 

les fonctions X^ et H^ étant doimées au moyen des développements 

(2) Xi ■= A, sin {G, + s,T) + A^ sin {G^ + s/I) + . . . 

+ [A',sm{Go + SoT) + A[ s\n{G, + s/f) + . . ^^y 

(3) Öj = rtj sinÄ/+ a^ sin//j + 

Dans ces formules on a encore admis les notations: 

G„ = 2X,V + 2B„, 

et on a désigné par A^y A^j . . . des coefficients du premier ordre et 
d'un degré quelconque, tandis qu'on a supposé les coefficients aj , a^ , . . . 
du second ordre et au moins du second degré. Les B et les h expri- 
ment des angles constants. 

Il ne sera pas, cependant, nécessaire de considérer simultanément 
toufl les termes de Téquation (i), vu que la plupart d^eux n'exercent 
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quune influence insensible, les uns sur les autres. Tous les termes de 
nature ä ne pas sagrandir n'offrarit aucune difficulté a Vintégration, on 
peut les ealculer séparément. Ce sont seulement les premiers termes du 
développement X^ et celui que nous avons mis en tete du second membre 
de 1'équation (i), ainsi que ceux dont les X sont tres petits, et en par- 
ticulier les termes devenant élémentaires qui demandent ä étre considérés 
ensemble. 

En ne corrsidérant que les termes dont les A décroissent, les A corres- 
pondants förment une serie dont la convergence est extrémement papidé. 

De méme, en mettant de cöté, dans la fonction i?j, les termes dont 
les (7 n'acquiérent pas de valeurs diminuant de plus en plus, les a restants 
förment une serie tres convergente. 

Done, en ne retenant, dans les fonctions X^ et i?,, que les termes 
exer9ant une influence sensible sur les resultats d'intégration dus aux 
autres termes, ainsi que ceux qui deviendront, eux mémes, tres grands, 
les développements (2) et (3) seront tres convergents. 

Si les fonctions X, et S, étaient égales a zéro, on aurait immé- 
diatornent Vintégrale de 1'équation (i). En désignant par Z^ ce que 
devient T lorsque les <^ites conditions sont remplies, et en posant encöre: 

la fonction Z^ sera donnée au moyen de Texpression 



7t 



d'ou il résulte: 
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.%Z^ --- --- »sin Tt' -}- . . sin 2G. + 

On a supposé, toutefois, que la valeur de Å^ soit différente de zéro, 
ce qui entrainc toujours une valeur du niodule inférieure a Tunité. En 
effet, le module- étant déterminé par la condition 

2K\, a 

cette équation admet toujours, si le second membre a une valeur finie et 
positive, une racine positive inférieure a 1'unité. 

Aeta mathetnatiea 17. Tmprimé le 28 avril 1892. ^ 7 
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Cela étant, nous faisons: 

En substituant cette expression dans Téquation (i), et en retranchant: 

,7^" = — A 8«" (^0 +8«^o)' 

apres avoir développé suivant les puissances de V^ le terine mis en 
évidence dans Téquation mentionnée, nous aurons: 

'-j-i- ^ — %A cos 2 ani ^ {X^v + 5,)F, + s^A, sin 2 am ^ {X,v + Bo)Vl 

(.1 v 7Z TT 

-}- ^.^. C082 am^a^. + B,)^^ _ . . . _*^(X, + i?,), 
ou bien, si nous renipla9ons, moyennant la relation 



la variable indépemhinte v par f : 

(4) W + Ä:^oos 2 amc^i — AVin 2amcFi — -A^cos 2 amf FJ + . .. 



... ^ — X — SJ, 



ou Ton a pose 



2äI\2K/ »' 2Al\2Kj 1 



En utilisant Téquation que nous venons d'obtenir, il faut évidem- 
nient expriiner les fonctions X et X? au nioyen de la variable f, ou bien, 
si Ton a re^u Tintégrale sous foruie d'une quadrature, restituer la variable 

v sous le signe C. 

2. L'éq nation en Fj a laquelle nous sommes parvenus, appartient 
au type de Téquation (10) du paragraphe précédent. On peut donc 
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y appliquer soit la transformation jiboutissant en Téquation (12) du dit 
paragraphe, soit celle dont le resultat prend la fpnne de Téquation (14). 
Je préfére la premiére. 
En faisant: 

Y^ = k^ cos 2 am f = — {ik^ sn ^' — k\ 
la forme générale des équations (11) sera: 



d^^HA 



^^J:i-(2*'sne'~ÄV/u = Tr,,, 

oii lon a désigné par W„,i une fonction toute connue dont les diverses 
expressions sont données par les seconds rnenibres des équations (11). 

L'intégrale générale de Téquation . que nous venons de mettre en 
évidence, s'exprimant au moyen de la formule 

(5) fx-i = c,, dn ^ + c-;,, dn f I |il|-j + | f 



+ du^f^^^fW,,du^d^, 



nous allons considérer les divers cas correspondant a différentes valeurs 
des indices A et i. 

D'abord, nous faisons: 

Woi = k^ cos 2 am ^ — /5o.i , 
d'oii il résulte: 

fWo,,du?(1^=^-f{k'cos2/dxn5 — li,,)dn^(i^. 

Maintenant, pour éviter tout terme ayant la variable $ poui* multiplicateur, 
on doit annuler la constantc /9o.i- Nous aurons de la sorte: 

f W^o.i d^ c^^^ = - A:' sin 2 am c 
et ensuite: 



t.' 



dn $d$ = %- -i , 
an c 



de fa9on que notre resultat sera: 

f^o.i = Co.idn^ + I. 
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Pour faire disparaitre, dans Texpression de jTor? '^ terme coiistant, 
il faut remplacer la constante surabondante Ct,i par ~^^] il en résulte: 

(6, a) f^o.i =-■ I — Y ^" ^• 

Avec cette expression, il sera facile de former Texpression 

W,.o= 2Ä'(^')8n^cn^ + y9,o, 

d^oii nous tirons, apres avoir égalé la constante /9, „ a zéro, le resultat 
que voici: 

Apres avoir opéré la secönde integration, nous aurons: 

resultat qui parait, . au premier coup d'oeil, en contradiction avec nos 
suppositions, puisque le facteur f est sorti hors des signes trigonométriques. 
Cependant, si Ton fait: 

7t ti 

les termes semiséculaires se détruisent, et nous retiendrons 

(6, b) ^'- = U-)fc'>y/>)^"^- 

Pour déterminer la fonction <f^^.,^ rappelons-nous qu'on a: 

Yjj = — /»^^ sin 2 am f . 

Il résulte de la qu'on doit adopter la valeur zéro de la constante y9o.2> 
ainsi que Texpression 

W,, = 2Ä;^(~)'dne^snf cn^ 
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En introduisant cctte valeur dans Téquation (5), on aura tout de suite: 

_i(=^)'d„f/<.„{ve. 

Mais, puisqu^on a: 



.„ ., _ rfllogÖ^ fc- 



il viendra, si nous faisons: 



''o.j — ^ 5 






la formule que voici: 

(6, c) ^0. = - (- j dn c '^> = - - A» (- j sn f en ^ 

Cherchons maintenant la fonction ^ji. 

En vcrtu des expressions que nous venons de signaler, nous obtenons 
facilement cclles-ci: 

— 272(1 — jro.,)F,o = -^(irj /.;dnf'— ^^-sin2ain^, 

dont la somme, a laquelle il faut ajouter la constante y9,.i, donne la 
fonction Wi^. 

Examinons d'abord Tintégrale 

On obtient iminédiatement 
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d'oii Von tire, en considérant la formule 

A:* _ liJ rfMog»,(c) 

— 77 "T 



le resultat: 






En ajoutant a cctte expression la suivante 



B=^-2r~ 



('J^)7K' +ndn^'-2dn^*]<i^, 



nous aurons: 



fW,,, dn frf^ ^ ^ + /i + i3,^, fån $d^. 



Cela étant, nous désignerons par Uq^^ et f/^^^ les termes constants 
dans les développements de dnf' et de dnc*, de sorte qu'on a: 

or, la partie constante de dn^ étant égalc a -^, il faut que la valeur 
de la constante y9i ^ satisfasse a Téquatron de condition 



-^r 



(A;"^-2(i + A")) l-r + 3 ?/r +3''^/9m = o; 



autrement la fonction ^j i contiendrait des termes séculaires. 

En introduisant, dans Véquation que nous venons de trouver, les 
valeurs indiquées de-C/i^^ et U^^\ on obtiendra: 

Ayant ainsi fixé la valeur de la constante /9,i, on aura sans peine 
la fonction ^, , sous forine d'une serie ne contenant que des termes en 
cosinus, vu qu'on peut toujours, par une détermination convenable de la 
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• 

constante surabondante c,i, faire disparaltre, dans le resultat, le terme 
constant. 

La détermination de la fonction jr^o s'opére tout-ä-fait en procédant 
comme nous l'avons indiqué dans ce qui précéde. Il ^ufTit de remarquer 
qu'on peut égaler la constante y?^ o a zéro. La raison en est que la fonc- 
tion W^Q ne contient que des termes en sinus. Telle est aussi Texpression 
de ^3.0 • car> apres avoir choisi la constante c'^o de nianiére ä faire dis- 
paraitre les termes semiséculaires, la dite fonction sera rcprésentée par 
une serie ne renfermant que des termes en shius. 

On pourrait aussi se servir de la formule générale 

fdu^''^'(1S = ^^^{\ + ^'')/dne'V/^ — ||^Ä'^/dnf^--Vc 

4 J(dnf«») 



2n(2w + I) d$ ' 

qui sert a développer les diverses intégrales de proche en proche. 

Il nous reste a chercher les fonctions qui multiplient les termes du 
troisiéme degré. 

D'abord, puisque nous avons: 

K = k^ cos 2 am ?, 

3 3 

il est aisé de trouver Texpression suivante 

Tn.8 = — ^ *^ (vT^^"' ^ ^'" ^^' dn ^ + - fe^ ( v)* ^""^ ^ ^'" f dn e^ + /Jos 
= - 2*^(^ysne*cnrdne + ^A*(^')!(i - 2 sn^dn^' + ^o.s, 



ce qui entraine: 

5 



/■>A\ ' 






+ /?o.sdne. 



Avant tout, je vais montrer que la partie constante de cette ex- 
pression s*annule de soi-méme, de sorte qu'on aura: 

/5o.8 = O- 



^^ 
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A cette fin, remarquons la formule 



mP 



8 



E 4 



U^^'^ étant le terme constant dans le développement de dn^. En in- 
.troduisant, avec les valeurs de U^^^ et TP^^ données plus haut, Texpresslon 
que nous venons de signaler, nous aurons: 

Donc, la partie constante du développement de la fonction W^^ se détruit. 

En conséquence du resultat que nous venons de trouver, il faut qu'on 
égale ä zéro, la constante /9o.8- 

Du fait que la fonction Wi^ ne contient que des terrnes en sinus, 
il s ensuit que la constante ^,0 aura aussi la valeur zéro. On en conclut 
encore que toute la fonction er, o s'obtient sous for me d'une serie ne con* 
tenant que des termes en sinus. 

Quant ä la constante p^^ , le calcul en serait tres compliqué s'il 
s^agissait d'en mettre en évidence Texpression algébrique. Mais puisqu'il 
n'iinporte que tres peu si la constante dont il slagit est tres petite ou 
exactement égale a zéro, nous nous restreindrons a ne considérer que la 
forine de la fonction cTo,. 

En inspectant Téquation (ii,h) du paragraphe précédent, et en se 

rappelant la fornie des fonctions Yo > ^3 > Toi j ^20 > fo.i ^^ Fi.2> ^1 scra aisé 
de voir que le produit W^^ dn c est représenté au moyen d'une serie en 
cosinus. En déterminant la constante fi^A d'une maniérc convenable, le 
ternie constant disparaltra, de sorte qu'il resultera, pour représentx»r la 
fonction jPji, un développement ne contenant que des termes en cosinus 
puisque le terme constant peut étre détruit au moyen dci la constante 
surabondan te c^.,. 

Finalement, en abordant la détermination de la fonction f-go, on 
comprendra tout de suitc» que la constante /?.io est nulle, et (jue la dite" 
fonction 8'obticnt sous forme d'une serie (»11 sinus sans terme séculaire. 

3. Ayant déterminé les fonctions cto 1 > f"i.o 5 • • • ^^^ '^^ maniere que 
nous venons dMndiquer précédemment, et apres avoir introduit dans Téqua- 
tion (4) Texpression 
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nou8 obtenons: 



ou bien: 



v, = (1 - ^,.,)V'\ + j.,0^ + ^,.,n + 









dv' 



le symbole 



'• = ä (ä)"^-. 



signifiant une suite de termes tres petits^ du deuxiéme ordre, qu'on re- 
connaltra facilement en considérant Téquation (12) du paragraphe pré- 
cédent. 

Maintenant, si iious ne retenons qu'un seul terme de X, et que nous 
posions: 

X, = A,sm{G, + sJ) + A,3m{G, + sJ) + ... + ^;8in(ö, + s,T)^ , 



nous aurons: 



Mais, puisquon a: 

r = z.+i(,_^,,)r,+ii^^,.^ + ,.., 

Targument du terme que nous avons mis en évidence s'écrit de la ma- 
niére suivante: 



En développant, suivant les puissances de 



*0 



le sinus de cet argument, apres Vavoir mis sous la forme d'une serie tri- 

Aela maihtmaiiea. 17. Imprimé le 17 mai 1892. 8 



\ 
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gonométrique, le resultat sera toujours convergent^ et on pourrait méme 
démontrer que le terme constant ne surpasse pas Tunité, Pour plus de 
détails, il suffit de renvoyer le lecteur a mon méinoire DUntersuchungen 
etc.D p. 241. 

En supposant que la fonction ¥^ soit une quantité tout au plus de 

I . Ä 

Tordre de - , le produit 2-^o.,^^'i P^^t toujours étre considéré corame 

une quantité tres petite du premier ordre, vu que la fonction j^o.i s'évanouit 
avec k^j c'est-a-dire avec les forces troublantes. Il en est de méme du 

2 8 TT d9* 

produit T-~-^{^i.o-r^; pourtant, si Å^ est tres petit relativement a A^, ce 



•o ^0 



produit est notablement moindre que le terme dépendant de ^oi- Dans 
le oas d'une orbite intermédiaire, le rapport j est toujours peu considérable, 

d'ou l'on pourrait tirer Fautorisation a omettre, dans la premiére ap- 

dV 
proximation, le terme dépendant de -3-^. Cependant, la simplification 

due a ce fait n'étant pas essentielle, je n'en ferai pas usage. En revanche, 
j'introduirai pour abréger Técriture, les notations 

2 7fo.i = ^Vu 



«o 



2 «, ff , 



•O 'O 



de sorte que nous aurons: 

Cela pose, Féquation en 9^^ prend la forme sui vante: 

-J(x, + fi, + 2;,). 



Nouvelles recherohes sur les series ^mployées dans les théories des planétes. 59 

En examinant les divers teniies du développement signalé, on 8'aper9oit 
facilement qu'on en peut retrancher une partie telle que les termes restants 
deviendront indépendante de Targument G^. Pour mettre en évidence 
la partie dont il est question^ posons: 

et admettons en outre la notation 



^^0 = i-Tf: + 



^ * 1.2 ' 1.2.3.4 



les h étant les parties constantes des puissances paires du produit s^Z^. 
Enfin, nous désignons par Zo.i ; ^1 o • • • ^^s termes constants dans les dé- 
veloppements de ^J.i , <P\q , . . . . 

Maintenant, si nous établissons Téquation 

1'équation d'ou 8'obtient la fonction 0^ sera celle-ci: 

(8) ^ + {s,A,cos{G, + s,T,) — s,A,sm{G, + sJ,)[s,Z,-...]-...\0, 



dv' 



=-j;sm(ö,+s,zj^-^,co8((?,+5.rj(s,z,-^^o,r,+...) 



-...-2\-[r,,tf>,]. 

La raison d'introduire le syrabole [], se comprend facilement. Il 
nous sert, tout comme dans le paragraphe i du premier chapitre, a träns- 
férer certains termes d'une équation ä une autre. Nous pouvons de la 
sorte admettre que les termes acquérant, par Tintégration, des diviseurs 
moindres que A^, c*est a dire les diviseurs ^^ , ^^ , • . . , soient rejoints 
ä Téquation (7), tandis que ceux qui ne deviennent pas tres agrandis 
se trouvent réunis dans Téquation (8). Ainsi, la fonction Tj ne dépendra 
plus de Targument G^ ou d'arguments de la forme iGo + i^G^y i et i' 
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étant des entiers tels que la différence IÅq + i'Å„ ne soit pas tres petite, 
c'est a dire comparable ä X^. 

Mais, puisqu il y a toujours certaines valeurs des nombres i et i' 
qui rendent la différence iX^ — i7„ aussi petite qu'on voudra, il sera in- 
dispensable, pour délivrer la fonction 0^ de termes assujettis a devenir 
trop grands, de les transférer a Téquation (7). Au reste, ces termes dé- 
pendant d'arguments qui sont déja représentés dans Téquation (7), on 
pourra les réunir avec les termes correspondants de cette équation. 

Quant au premier terme du second membre de Téquation (8), on 
peut aussi le considérer d'une maniére tres simple. En effet, ce terme 
ne dépendant que de Targument (?^, on en tient compte par une légére 
modification des coefficients du développement de la fonction Z^. A cet 
égard, il me faut renvoyer le lecteur aux formules que j'ai données dans 
les »Untersuchungen etc.D, p. 237, et dont j'ai fait, dans le mémoire 
present, un fréquent usage. 

Cela établi, il est evident que la fonction 0^ est une quantité du 
deuxiéme ordre, et que ses divers termes sont multipliés par quelqu'un 
des facteurs -4^ , -4, , . . . ; son développement, convergent en méme temps 
que celui de T^, s'obtiendra sans difficulté essentielle. Il ne nous reste 
donc qu'a chercher le développement de. la fonction 7\. 

4. Concevons en particulier le cas d'une orbite intermédiaire, ou le 
nombre des arguments est restreint a deux seulement. On comprend 
aisément que la fonction 7\ reste toujours tres petite, tout au plus de 

Tordre de -, et que la fonction S^ n'existe plus. Il est donc evident 

/dT \* 

que les termes de Téquation (7) qui dépendent de TJ , (-7-^) > • • . sont 

tres petits par rapport au premier terme du second membre, et qu'on peut 
les considérer au moyen d*approximations successives. En négligeant, 
d'abord, ces termes, ou plutöt, en les réunissant avec la partie X^, on 
retient Téquation 

(9) ^ = - A^o sin {G, + s. T,) -X, + [T, , 0,]. 

Mals la forme de cette équation est précisément celle de Téq nation (i), ä 
Texception de ce que la partie [7\ , (PJ figure a la place de Q^] on peut 



^ 
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donc réitérer les operations qui nous ont conduit aux équations (7) et (8), 
procédé duquel découleront de nouvelles équations du raéme type que 
celui des équations citées. On aura ainsi le systéme de resultats que 
voici : 



(10) 



r = z. + T, + tf>, + - 



r, = z, + 7; + 0, +i 

"i 



dV. 



<PoaV\ + <;>i.o-j^ + <;>o.,n + 



• • • 



dtp. 



dv 



- f^Vi'* + <P\'l^ + ^'.!i<P1 + . . . 



d'ou Ton tire, en ajoutant les divcrses équations: 



(11) r=z, + z. + z, + ... 
+ tf>, + ö>, + tf>, + . . . 



+.- 



A,*-, + iS,..^ + 



• • • 



+ 



8. 



fo'\V^. + ^'^l^ + - 



En vertu des resultats que j'obtins relativement aux nombres 5^,5,,... 
lorsque, dans raon mémoire de 1887, j*établis la serie dont il sagit, il 
se comprend immédiatement que le développement de la premiére ligne 
de Téquation précédente est convergent. 

Quant a la serie 

O, + ^, + -.., 

qui n'a pas été mise en évidence, dans mon mémoire cité, je reraarque 



quon a: 






(P. o 



-ö-fiM, 



les coeflficients f étant des quantités tout au plus de Tordre zéro, mais 
le plus souvent tres petites. Mais, puisqu'on a, dans le oas intermédiaire, 
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i.^- 
' «, 



(voir Tintroduction du inémoire quc je viens de citer), il s^ensuit que 
la série dont il slagit jouit au moins de la méme convergence que celle-ci: 

1 T (-•••• 

^0 *i *« 

En considérant maintenant que la forme générale des coeÖicients A^ est: 

M^ étant un coefficient du premier ordre, et e une quantité moindre 
que Tunité, il sera clair que la convergence de la série que nous venons 
de mettre en évidence est celle d'une progression géométrique. 
Finalement, en considérant qu'on a: 



on se convaincra facilement que le développement donné sur la troisiéme 
ligne de Téquation (i i) est convergent. Car, si les sommes des dé- 
veloppements entré les parenthéses ne förment pas, en elles-mémes, une 
série convergente, ce qui cependant ne peut arriver que sous conditions 
spéciales, les dites sommes appartiennent du moins au méme ordre de 
grandeur: la convergence dont il s'agit est donc nécessitée par les fac- 



I I 



teurs -,-,.... Pour mieux élucider les diverses circonstances qu'on 



«. s 



doit considérer, en faisant la conclusion indiquée sur la convergence, 
voici quelques remarques. 

En regardant plusieurs tepmes critiques qui, considérés isolément 
font prendre aux modules des valeurs peu diflFérentes de Tunité, ces va- 
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Icurs deviendraient sensiblement amoindries si on les évaluait simultanément, 
c'e8t a dire en considérant Tinfluence mutuelle qu'exercent les divers termes, 
les uns sur les autres. Cela est visible par la présence des facteurs P^. 
La convergence des développements 

— <po.i^i + ^1.0-^ + • • • » etc. 

étant difficile ä démontrer généralement, on peut s'en dispenser, vu 
qu'il n'est pas nécessaire d'introduire un nombre illimité de fonctions ^. 
Il sufifit, en efifet, de faire disparaitre les premiéres puissances des fonc- 
tions Fj , Fj , . . . ainsi que leurs premiéres dérivées: les termes non éli- 
minés (dont la convergence s'ensuit immédiatement), ainsi que les termes, 
ä nombre limité, dépendant des fonctions Bo.o , -Bo.i > • • • ^^c. [voir : Téqua- 
tion (12) du paragraphe précédent] se réunissent aux fonctions 2^j , 2'^ , .... 
On se rappelle que l'équation (7) contient des termes dépendant de 
Targument G^ qui ont été négligés dans Téquation (9), ä savoir: les 
termes provenant des produits Tjsin(ö^, + 5jTJ, etc; il sera facile de 
réunir ä la fonction Z^, la partie de T^, due ä ces termes. En efifet, 
si nous considérons une équation du type de Téquation (4), apres y avoir 
négligé les termes dépendant de F^, de FJ, etc, et que nous omettions 
la partie élémentaire, nous aurons: 

^+*?co82ame..F, =i^(^)X. 

Or, si nous admettons, pour revenir au cas envisagé, 

X = — — hiÄi TI sin 2 am ^, , 
2 1 .2.4 ^'^ ^ ' 1' . 

ce qui est le terme le plus essentiel dont il s'agit, nous aurons: 

^+k\ cos 2 am^^.F, = ^fcJT? sn^, cn^,. 
On tire de lä, en utilisant une formule bien connue, 



F, = c,dne, +c,dn^,||i|| + |e. 



+ . 



i^T*'''"^'/^/^'^"^' ^"^' ^"^'^*- 
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Par cette formule, il est aisé de voir que la partie de F, que nous 

venons de considérer, est une quantité tout au plus du méme ordre que 

le produit 

/ it* 

~^' 

elle est, dans les oas qui se présentent a Tordinaire, une quantité du 
cinquiéme ordre par rapport aux forces perturbatrices. Quoi qu'il en 
soit, la partie considérée est assez petite relativement a la fonction Zj ; et 
puisque les termes semiséculaires qu'on a introduits par la double inte- 
gration, se détruisent, en déterminant d'une maniére convenable la con- 
stante c,, la fonction V^ ne contiendra d'autres termes dépendant de 
Targument G^ que ceux qui se réunissent a la fonction Z^ sans la mo- 
difier sensiblement 

Par des considérations analogues, on se convaincra que ce que je viens 
de dire relativement a la maniére de tenir compte du t^rme de la forme 

est legitime, et que le méme raisonnement s'applique aussi aux autres 
termes de la méme forme. 

Ayant ainsi examiné les dififérentes parties du développement (i i) 
de la fonction 1\ et les ayant trouvées convergentes et dépourvues de 
tout terme renfermant la variable hors des signes trigonométriques, on 
conclut que le développement dont il slagit reste en vigueur pour toute 
valeur de la variable indépendante. 

5. Si, contrairement aux suppositions précédentes, la fonction qui 
figure dans le second membre de Tégalité (4), renfermait des termes 
donnant lieu, par Tintégration, a des termes élémentaires, la maniére 
d^opérer que nous avons poursuivie précédemment cesserait d'étre appli- 
quable. La raison en est qu'un terme dont Targument a la forme simple 

H= (TV + b 

peut devenir, dans le procédé d'intégration que nous avons envisagé, telle- 
ment agrandi que les termes dépendant de V] et de FJ dans Téquation 
(4) ne seraient pas négligeables par rapport au terme qui se trouve mul- 
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tiplié par la premiére puissance de F^. Il nous faut donc, pour arriver 
a un resultat eflfectif, opérer Tintégration de Téquation dont il 8'agit d'une 
autre fa9oii. 

A cette fin, reprenons Téquation (4), et conimen9ons par y faire entrer 
quelques modifications, du reste peu sensibles. 

D'abord, nous en retranchons le terme dépendant de la partie con- 
stante de V\j terme qui se réunit immédiatement avec la fonction Z^. 

Or, par cette operation, on ne parvient plus ä déterminer le module 
conformément ä Téquation signalée dans le n® i, mais bien a employer, 
a ee but, la relation 

\ ;r / Ål \ 1.2 ' 1.2.3.4 /' 

Äj , Ä^ , . . . étant les parties constantes des fonctions FJ , F} , . . . . En 
ne considérant que la premiére puissance de la cönstante h^, Téquation 
(4) prendra la forme suivante: 

(^2) TET + {^ + 2ÄJÄ;' co8 2am^.Fj — k^ s\r\ 2 am ${V\ — h^) 

= -{X+Q). 



Maintenant, pour rendre Tétude de Téquation (12) plus aisée qu*elle 
ne Test en conservant la forme primitive, introduisons, au lieu de F^ 
une nouvelle fonction Zy de maniére que la partie essentielle du terme 
dépendant de sa premiére puissance disparaisse dans Téquation trans- 
formée. On y parvient en admettant 

F = — dn$.z. 

* TT 

Puis, pour éviter le terme dépendant de la premiére dérivée de z, 
ou du moins, pour en faire disparaltre la portion la plus considérable, 

Ada fnathematiea. 17. Imprliué le 10 niai 1892. 9 
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introduisons une nouyelle variable indépendante w dont la relation a 
la variable ^ sera donnée par la formule 

rf^ = -j^diitti^rfö;, 

E étant Tintégrale elliptique compléte de seconde espéce. 

Certes, on aurait pu faire disparaltre aussi le terme dont j'ai parlé 
tout-ä-rheure, en utilisant la méthode du n° 3 du paragraphe précédent; 
mais je préfére, dans le oas actuel, Temploi du moyen que je viens 
d'indiquer. 

Cela étant, on déduit immédiatement les formules que voici: 



dF, _ 2K\E dng dz 
df TT |Xdnöi*döi 



Ä^snccn^.jerj, 



de 






* rV snitf en 01 dn ^ -K fe* an fen f 1 dz 

E dn a*" J dw 



dnoi' 



Ä*cos2 am^dn^,;ef 



en vertu desquelles Téquation (12) se transforme en celle-ci: 



2K\^d^z , 1 /2K\ fe*8in2 amö; /2 Jf \ /ÄX fe' sin 2 am f 



. . /2Kyd'z ,\(2K\ 



dn 



(O 



(?)© 



du^ 



dnoi' 



2Kdz 



TT do) 



+ 2Ä, ( — j (^j A' cos2am^dnö>*^f 



2K /K\ • fe* sin 2 am f 



TT \E/ 



dnf 



dn 



O) 



.j(^d„fV- 



k 



( — Y ( p- J Ä' C08 2 am f dn ^' dn a}*e 



8 



* Oo a écrit, dans cetto équation, I — =^ j (X + ä) au lieu de (X + H). 
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Mais il faut qu'on remplace partout, dans cette équation, la variable 
^ par son expression en ce>. A cette fin, rappelons-nous la relation 

j . J5 , d*log0((o) 



ce qui donne: 



^ , Kd\oae(w) 



ou bien: 



^— a> = 



TT 



2E 



E dto 



4q . TT . 49' 

I —gr' K ^ —q 



n 



^sin 2 -^(o 4" • • • 

A. 



Puis, en mettant: 



^ 2K 2K 

C = X\ O) = — u 



TT 



et en considérant les développements 



2K 



= 1 —4q + I2q^ — 32g' + 76g* — . . . , 



^ = I + 4? — 4?' — 32?' + 44?' + • . . , 



d ou il s^ensuit: 



71 TT 
2K2E 



= I — 8g' + jiq^ 



' Le déyeloppemeDt que noas venoDs de dooner dans le tezte, s^obtieot direeiemeiit 
de U maniére saivante. 

En observant qa'on a: 

/2K\\ .. /2K\^E 8g 1 6g' 

( — dnc* = ( — ) -^ + , ^ , 008 2a; + -; — ^co84« + ..., 

\7r/ \ TT / K I — g' I — g 

et dWtre part: 

(f)"-^=(-i'-)(T)'-i'-(T)"--^- 

noos allons introdaire, dans la seconde de oes expressions, le développement 

Ä*( — ) 008 2 amf= — 32g*(i + 2g* + 4g* + ...) H ^oo8 2«H ^0084»+.... 

\;r/ I — q i — J 
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on obtient: 

+ Sinq[i -T- (7 + 8n^)g'] sin 2u 

— ^2n^q^ cos 2U 

+ Sinq^ sin 4U + i6n*g' cos^u + • • • > 

n étant un entier quelconque. 

De cette expression générale, on déduit les formules suivantcs: 

cos 2X = — 4? + 44?' + (i — 1 2q^) cos 2u + 4q cos^u + . . . y 
sin 2X = (i — 205^) sin 2u + ^qsin/^u + . . . . 
cos4a; = 245^ — Sq cos 2u + cos 4^ + . . . , 
sin 40; = — Sq sin 2w + sin 4W + . . . , 

qui nous serviront ä exprimer tous les coeflficients de Téquation (13) au 
rnoyen de Vargument u. 

Par la théorie des fonctions elliptiques on parvient facilement aux 
développements que voici: 

2£'fe'siu2 am^ 160 

-. — T- — = ^sin 2x + . . . . 

TT dnf I — 2 

( — j A Sin 2 amf dnf = _j- , sin 2x H — -j-j8in4a; + • • • j 

Nous auroDS ainsi: 

Mais, puisquoD a (Jacobjl, FudcI. dov. p. 105): 



il viendra: 

2K2E 



n n 
d'o(i Ton tire, aisément, la formule signaléc. 



= I + 8gr« — 8j* + 32y« — ..., 
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( — ) Ä* C08 2 ani ^ = — 3 2q^{ i + 2q^ + • • .) H ^~t ^^s 2X 

+ ^ _ , co8 4g; + ...» 
{^y^ine = i +8q' — 8q' + . ..+ -i^,cos2a; 

( — j Ä;^co8 2amf dnf = 32ff*(i + 2g' + ...)+ 16^(1 + gq^ co82a? 

+ 96g' cos4a:, 

oii nous allons introduire les expressions de sin2rr,.., obtenues tout-a- 
rheure. Il ré8ulte de la sorte: 

2JirA;^8iu2anif , , ^ . . ^ 9 • . 
^—z — = ioq{i — 19g ) sin 2u + 64g sm 4^ + • • • » 

— j i* sin 2 amf dnf = i6g(i — 51?^ sin 2u + 128g* sin 4U + . . . , 

(2K\ • 
— jfc'co82amf= — 96g' + 1344?*+ i6g(i — 27g*)co82w 

+ 96g''co8 4w, 

(2K\ * 
— j dn^'= I — 24g' + 696g* + 8q{i — 27g')co8 2w 

+ 48g'cos4W + . . . , 

/2K\ * 

[-Z-) Ä*eo8 2amf dn^* = — 32g' + 2496g* + i6g(i — - 51g') eos2w 

+ i6og'co8 4w + • • • • 
Finalement, puisqu^on a: 

( — \ dnce>' = I + 8g' — 8g* + 8g(i + g')eos2u + i6g'co8 4U + . . . , 
( — j dnw* = I + 48g' + 240g* + i6g(i + i7g')co8 2w + 64g*co8 4w + ..., 
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on formera aisément leg expressions que voici: 

I — 1 T— ^ dna> = i6g(i — 3g') sin 2w + 1285^ sin4W + • • • , 

— j Ä;'cos2 am^dnco* = 32g* — H?^?* + i6g(i + 5g') cos 2w 

+ 2 24g'co8 4W + . . . , 

(2 fr\ ^ 
— j Ä^sin 2 araf dn^dnft>* = i6y(i + 29g') sin 2u + 256g' sin 4^ + ... 

( — \ -T—L dnce) = i6g(i + 29g'') sin 2w + 1925^ sin 4W + ..., 

(2 ir\ * 
— j Ä;'cos2 ainf dn^^dna;* = 96^' + 1728^^+ i6g(i +77y')cos2w 

+ 288g''co8 4w + 

Ayant obtenu ces développeuients, on aura iinmédiatcrnent, en les 
introduisant dans Téquation (13), celle-ci: 

(^4) d^« + {^92?' sin 2tt — 1 28?' sin 4^}^ 

+ ^,{64}' — 3968g* + 32g(i — 1 ig^)co82w + 448g^cos4w}^ 

— {i6g(i + I3?')8in2w+ 256g* sin 4w}i2f' 

2 

— ::{96?*+ 192g'* + i6g(i + 6ig*) cos2w + 288g' cos4w}^' 

= — Ä2{i6g(i + I3g*)sin2w+ 192g' sin 4w} 

6. Apres avoir établi Téquation (14), il nous reste a la transformer 
au moyen d'une substitution convenable, de maniére a débarrasser les 
divers termes des facteurs trigonoinétriques. Gette transformation dont 
la théorie générale a été exposée dans le para gra phe 5, s^opére dans 
notre oas tout simplement en adoptant Texpression 



NoavelleB reoherohes sar les series employöes dans les théories des planétes. 71 



Q 

(15) ^ = y — 4?(i + I3?*)8in2«y — -j(i + 6iq^)coB2u.y 



8 



— i6q^ sm^u.y^ — i6q^cos 4U.y 



8 



+ 4Äj^(i + 13?^ sin 2u + 8Äjg(i — 1 iq^) co8 2u.y 
+ I2h^q^s\n4u + 28Äjg* co84W.y 

— Sq{i + 13g') cos2w.y~^ + 8g(i + 6ig') sin 2w.y' ^ 



c{u 



(/ii 



dy 



7 dy 



— i6j'cos4«.y;^^ + 24g'8in4w.y'~- 



du 



dii 



On en obtient par diflférentiation : 

^ = £— 8g(i + i3?')co8 2uy + yff(i + 6ig')8in2w.y* 

— 64g' co8 4tt.y' + 64^' 8in 41*. y" 

+ 8Äjg(i + i3g'')co8 2« — i6ä^5'(i — iig*)sin2w.y 

+ 48Ä2J* cos 4u — II 2h^q^ sin 4U .y 

+ 8g(i + I3g')8in2tt.y;^+ 8g(i + 6ig») cos2w.y';j^ 



+ 32q^ sin 4u.y^+ 48g' cos 4!!^^^ 

+ {SAaö^Ci — 1 1?') COS 2w + 28Ajg'' cos4w} 



dy 



— {8(7(1 + I3OC0S2W+ »6?'cos4w}n£) + ^5^? 
+ {8y(i + 61g') sin 2w + 24g'sin4w} 2^^^^ + ^'d^^ 
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et puis: 

^.= ^+ i6g(i + i3q^ sin 2u.y^ +^q{i + 6iq^)cos2uy 
+ 256g* sin 4w.y'^ + 256g' cos4w.y' 

— i(>h^q{i + 13g*) sin 2w — 32^2^(1 — Jiq^)cos2u,tf 

— i92Äjg* sin 4u — 448*2^* cos^u.y 

+ {24?(i + I308in2w + 96g»sin4«j|(^) + ^^ 

+ {24^(1 + 6ig^)coB2u + I449'co8 4m} 2y(^) + ^'^ 

+ {8Ä,g(i — I ig*) cos 2u + 28Äjg* co8 4w}-Ji 

— {8?(i + I30C082W+ i6g*co84w}|3^^,+ y^, 

+ {8g(i+6ig«)8in2«+24g'8in4«}|2(^)'+6y^g+y'^ 

On obtient encore: 

z^ =y^ — 8(7(1 + 1 3g') sin 2w.t/^ — 325^ sin 4w.y'' 
+ {8Ä3?(i + 13g'') sin 2w + 2/^\q^Äii/[u]y 
— {165(1 + i3g*)cos2i*+ 3^?'cos4w}y'^. 

Avec les expressions que nous venons de signaler, on déduit de 
Téquation (14) la suivante, oii l'on a omis les termes surpassant le qua- 

trieme ordre et le troisiéme degré, la dérivée -j- étant toujours considérée 

comme une qnantité du premier ordre et du premier degré: 



Noavelles rcoherohes sar les series employées dans Ics théories dos planétes. 73 



d*y 



du 



\ + 204 S^y — 3072q%y 
-\- [ig2q' sm2u — 1 28q* sin ^u] —■ 

+ S.64q'B\n2u(y* — h,) + ^^^q'coB2u.y' 

— {i92g*cos2w — 645' COS/j-WJÄ^y 

— 8.64g' cos2w.y;r^ + {20.643'^ sin 2i« + 1285^ sin 4m}i/' ^ 



du 



du 



— {32S'(i + Sj')sin2w+ 224(7* sin 4w}Ä 



dy 
^dii 



+ {24(7(1 + I3(7')sin2w + 963'8in4w}|^^) + ^fc» 

+ {24?(i + 6ig')co8 2w + i44g'co8 4w} 2^^^^ +2^'^» 



[Sq{i + i3<7')cos2w+ i6g'cos4w} 



^dy(Py d^ 

^ du du' "^ ^ du' 



+ {8(7(1 + 6ij^ sin 2U + 24q' sin 4w}| 2^^) + 6y^^|| + y 
+ {^Q{^ — I W*) cos 2u + 283^' cos 4w}Ä 









d'y 



ou bien, en rassemblant les terraes multipliés par j-^, et en négligeant 
encore certains termes sans impoi^tance^ 

[ 1 + (243^ sin 2M + g6q^ sin 4w)y + (24g cos 2w + 144?' cos 4u)y^ 

— d d 

du* — (24g cos 2W + 485f * cos 4w) ;^ + (48J sin 2w + 1 44(7* sin 4w)y ' 



du 



du 



+ 20^Sqy — iOT2q%y + 5 1 2g' sin 2^(2/' — \) 
+ {24g sin 2w + 96(7* sin 4w}(^) — 8(7 cos 2u,y--j-\ 

iåefa fna/A«nia/tea. 17. Imprimé le 21 mai 1892. 
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Arrivé a cette équation, nous la multiplions par: 

{i + 245rsin 2u.tj + . . .}-^ = i — 24(7 sin lu.y + . . . ; 

puis, en considérant que les termes essentiels a facteur trigonométrique 
de 1 expregsion -p^ sont ceux-ci : 



du 



{= — 51 2q^ sm 2u{y^ — \) — 245sin2w^^j , 



d'oii Ton tire: 



T-i = — 10243''^ cos 2W(7/^ — Äj — 48^ cos 2w(-T^^ 



• • • 



nous introduisons cette valeur dans Téquation dont il s'agit. Maintenant, 
si dans le premier membre, nous rejetons les termes du deuxiéme ordre 
dépendant d'une fonetion trigonométrique, termes qui en effet sont tres 
peu sensibles, il en résulte: 

^'^\ S-^^'42^'^«2'-96?'(S)'^ + ^4<?sin2.^(;J|) - 8?cos2w,vg 

= — (^) (i — i6j')(i — 24q sin 2u.y + ...)_^5|.(X+ £)/ 

équation dans laquelle on a toutefois négligé, parmi d'autres termes aussi 

quelques-uns dépendant de la troisiéme et de la quatriéme dérivée de y. 

En supposant que y soit finalement exprimé au moyen d'une suite 

de termes trigonométriques, il est visible que la fonetion (-~j renfermera 

un terme constant, nécessairement positif, du méme ordre que la sommé 
des termes périodiques. En ne considérant, dans une premiére approxi- 
mation, que cette partie constante, on parvient a un resultat de la forme 



Eq formant une nouvelle exprcssion do -i—jit ^^ ^^^*' évidemment rejeter le terme 



-48<ycos2«(g)'. 
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ou j(9j signifie une constante positive du quatriéme ordre par rapport aux 
forces perturbatrices, et Qy une suite de terines trigonométriques qui 
s'obtiennent en développant Texpression 

Q = (~) (i — i6j')(i — 24q»m2u.y + . . ')-^{^ + Q)- 

Les transformations que nous venons d'opérer ont fait naitre, dans 
Téquation résultante, quelques termes de nature particulieFe, ä savoir des 
termes qui ne sont multipliés ni par une fonction trigonométrique de 
la variable indépendante, ni par quelque autre fonction de cette variable, 
mais lesquels se composent de deux facteurs, dont Tun est fonction des 
coefficients constants entrant dans Texpression de y et Tautre fonction de 
y et de sa premiére dérivée. Ces termes — je les appellerai termes a 
facteur horistique ou, plus briéveraent, termes horistiques ^ — sont dans 
la théorie des mouvements des corps célestes, on Tentend aisément, de la 
plus grande importance: en eflfet, la présence des termes de la nature 
envisagée rend convergentes et, quant au resultat numérique, limitées, les 
Solutions des équations dififérentielles, tandis que, sans eux, le procés 
d'intégration pourrait aboutir ä un resultat divergent. 

Cependant, les coefficients constants des termes dont il slagit n'étant 
que tres petits, Tinfluence qu*ils peuvent exercer est, a Tordinaire, peu 
sensible, et le mode de calcul des inégalités planétaires devient, dans la 
plupart des cas, presque le méme que celui qu'on a employé dans les 
théories antérieures. Pourtant, si la période d'une inégalité est tres longue, 
et surtout s'il s agit du calcul d'un terme élémentaire ou de la détermina- 
tion d'un terme de libration, la forme plus compléte de Téquation dififé- 
rcntielle que nous avons mise en évidence, Temportera sur celle qu'on 
obtient en négligeant, des le debut, les termes d'un ordre plus élevé 
que le premier. 

7. Il sest montré, dans ce qui précéde, que les coefficients des 
termes ä facteur horistique sont du quatriéme ordre par rapport aux 
forces perturbatrices: venons maintenant ä Texamen des termes analogues 
provenant de Téquation (12), si l'on y ajoute Texpression 

* optazuoQ^ appartenant ä ce qui limite, qui tcrmine. 
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X = ^,A',s\n{G, + sJ) 



2l 



dT 

dv 



'^^ A',sm{G^ + sJ)^'^ 



2^0 



dx 



FaisoDS d^abord 



8, 






4^. 

1.2 



+ ... 



ce qui nous donne: 



X = '^pk^{^)\rn{G,+sJ)'^, 



et considérons les formules 



T==z,+±r,, 



'»dx 



= 2(^dnf-i); 



Texpression de X prend alors la forme que voici: 

(i8) X=2)('^dnf~i)|A;*(^ysin2ame+2Ä»(^yco8 2ame.F, 

— 2k^{ — \ 6m2Sim$.Vl — -k^( — j co82amf.FJ — ... 



+ P 



k*( — j sinzamf + 2Ä;*( — j co82amf.Fj — ... 



dV, 

dx 



Puis, en introduisant les valeurs 



Fj = ^^dnf.j?; 



TT 



dx TT dx 



->•(?)■»' 



sm 2 Sim^.Zy 



Texpression précédente se transforme en celle-ci: 



(19) 



X = pk^( — j ( — dn^ — 1 j sin2 amf 



2pk^( — j ( — dnf — ijcos2am^dn^ 



+ -pk^( — ) sin2amf'^ 
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2pk^( — j ( — dnf — 1 j sin2 amf dnf' 



J2K\^ . 



+ ^*(f ) 



sin 2 am f cos 2 am f dn ^ 



"l^^M — ) ( — ^"f — I j cos2amf dn^' 

— k^( — j sin 2 am ^^ dn f ' 



z 



8 



• • • • 



+ -P^*( — ) 8in2ainfdnf 



dz 
dx 



^/2Ky 



dz 

COS 2 am f dn ^^z -r- 

dx 



— 2pk^( — j sin 2 am f dn f V 
jP&M — j cos2amfdnf*^ 



dz 
dx 






• • • • 



En ne demandant que les termes du deuxiéme ordre par rapport å 
g, il sera permis de remplacer, généralement, la variable x par Uy ou f 

dz . 

par ö>; seulement dans le terme qui se trouve multiplié par z-z-y il est 

indispensable d'employer Texpression plus rigoureuse du coeflficient, ainsi 
que de tenir compte du facteur 



( 



^#)"c 



l6}')-^j^= I + 242'+ I2JCOS2W +..., 



qui peut étre égalé a Tunité dans les autres termes. 

Avec Texpression de k^( — j cos2amfdn^' que nous avons donnée 
dans le n° 5, il s'obtient: 

KV) (^ ~ ^^*')^T*'(V) c<>8 2am^dnr 

= I28J* + 323 C0S2W -f . . . . 
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« 

Maintenaiit, si nous portons dans Texpression de X,' la valeur de z 
donnée par Téquation (15), ainsi que celles de -5-,^*,..., et que nous 
nous rappelions la relation 

il est aisé de voir que la fonction X exprimée en y ne contiendra pas 
de termes du deuxiéme ord re de la forme ^jy, ni de la forme y^j^S {i^ 
et ^^ étant deux constantes de Vordre de 2^ Il est encore visible, si 
Ton ne considére que les quantités du deuxiéme ordre, que les autres 
termes indépendants d'une fonction trigonométrique de Targument w, ne 

proviennent que des produits sin 2u-t- , cos 2u.z y- , . . . . Rctenons seule- 

ment les termes 

dz dy , o . dy , ^ . fdif\^ 

^ = - + 8? 8U1 2«.^- + 16g sm 2«.//(-j , 



dz du 

•* ».» .tå *_ 

du '' du, 



6jCOS2W.y^-j, 



Introduisons-les dans Texpression précédente de X et rejetons les termes 
périodiques du deuxiéme ordre; nous aurons ainsi: 

-(f )■(• - ■«»')tT^ = -*«'4.!+ -«^V©' 

^ . dy du 

— lojoqsni 2u-f i2pq cos 2u.y-j- 

+ Z'^P^1 sin 2u.y -^ + . . . . 

Apres avoir introduit, dans Téquation (16), Texpression que noiis 
venons de trouver, il fa ut la multiplier par: 

, dy Q . dy 

1 — 2^q sm 2u,y + 2<\q cos 2u-^ ^?>q sm 2u.y-,- — . . . • 
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Gette multiplication effectuée, nous aurons, au lieu de Téquation (i6), 
celle-ci: 



(20) 



d*y 



dy 



du 



{— i024q%y — I28pq'y'^^— {96 + i28jp)gV(^)' 

^ , dy dy , . ^dy 

= — lopq sin 2W~- — i2pq cos2u.y-~ + Z^pq sm 7u.y 



du 



2 49 sin 2i« 



m + «» 



du 



d*y 



du 



C0B2U.y^, 



(^) (i — i6g»)(i — 24j8in2«.y + "O-^-Ö- 



Mainlenant, pour débarrasser cette équation des termes périodiques 
dépendant de Targuraent Uy nous admettons, en désignant par C iine 
fonction nouvelle, ' 

d^ d^ d'' 

y = C+ 4Msin2w£ + ?^pq qo^ 2u . ^ -j^-^ — ?>pq Än 2U . C -:^\ 



du 



du 



du 



on en tire: 



rr- — ^+ Spq cos 2w-= i6pqÄn2u.C-3 i6pqco^2U.C^^- 

du du ' du ^^ du ^ du 



du 

4- ^pq sin 2u -7-^ + Spq cos 2m 



du 



( 



dw/ ^ ^ du' 



Spq sin 2u 



^d^)'+ f'S 



V^M^ 



dii* du^ 



dC 



dC 



dC 



i6pg'sin 2u-j 32jpjcos2w.Cx^ + 32pq8in 2u.C j^ 



du 

d^C 
+ löjpj cos2w-T-^ — 32jpg'sin2w 



du 



du 



\duj ^ ^ du* 

-32i»JCOS2«J2C(J^)+C'|^.] 

+ W8in2t.^,+ 8HCOS2M 3-_+ C_ 



— Sj^g' sin 21* 



o + «^ 



dCd'C 



du du 



i+r 
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(I) = (i) - 32M sin 2u.<r(^)'+ .... 

Mais avant que nous allons introduire ces valeurs dans réquation 
(20), examinons ce qu'il faut y placer au lieu du terme dépendant de v4* 

Evidemment, puisqu'on a déja tenu compte, dans l'équation (16), du 

terme + 24g'8in2wY^j , la nouvelle expression de -3-^ ne devra contenir 

qu€ les termes provenant de la fonction X, En considérant séparément 
ces termes, et en ne retenant que ceux qui sont périodiques et du premier 
ordre, nous aurons: 

d'v ^ . du dy , 

•-,= — ibpq^m2u-f-^—i2pqQm2tiAj-£+ ..., 



dii^ ^^^ " du ^ •^^^ ^ ^" ^'^ • ^ du 



ce qui nous donne: 

d^y dy /dyV , 

clf» = - 32i>? cos 2U - - 2>2pq cos 2u(~-J + . . . . 

Avec cette valeur, Téquation (20) deviendra: 

^ . dy dy , , ^dy 

= — lopq sin 2w-p — i2pq cos 2u.y - - + i2pq sin 2u.y -^ 

— 24g sin 2ui^^j — (^— j (i — 24? sm 2w.y + . . .) -^^ i2. 

C*est dans cette équation qu'il faut substituer les expressions que 
nous venons de trouver tout å Theure. 

On aper9oit de la sorte que la som me des termes de la for me 
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disparalty autant que ceux-ci résultent des termes 



dif 



dy 



— i6pq9\n2Uj^ — 32pqoo82u.yj^ + S2pqsm2u.y^Y ' 

L'équation qui reste, et oii Ton a rejeté tout termc inutile, sera donc la 
sui vante: 

rf'C /d^\* 

\i + i6pqco&2u — 32pj7 8in 2«.C— . . .j-T-i — i02^q^h^C — 9^^M5^) 



384MV(f)' 



= — 24?8in2M(^) + S^pq sin 2u(^^^ + e^pq coa 2U . C (j^^ 



%f 



d': 



{4^8111 2M + 8pq coi2u.C — Spq sin zw.C^ly-i 

ti 11 



+ (?)■( 



I — 243^8111 2U.C+ • • ')~Ä~T ^' 



En multipliant cette équation par {i + i6^cos2w— 32/)g'8in2w.^— ...j^^ 

d^C 
le coeflficient de -j-^ deviendra egal a Funité, et les termes dépourvusde 

facteurs trigonométriqaes provenant du produit 

{1 — i6pqcos2u + ^2pq%in2u,C] — ^ 24g9in 2w/^J + 3^M sin 2w(-~j 



+ 6/\pq cos 2u 



förment, en s^ajoutant, un seul terme, savoir: 






de sorte que la multiplication envisagce fait dispnraitrc, dans l'équation 
précédente, ce terme au premier membre. Mais pui8qu'on a, en rejetant 
la fonction Q, ainsi que tout terme d'un ordre surpassant le premier par 
rapport k q: 



du 



i = — 249 sin 2w(;^J + 32pq sin 2w(^J + 6^pq cos 2?/.Cf J^J 1 



jon. 17. Iniprimé le 8 jiiiii 1892. 
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d'ou Ton déduit: 
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du 



; = -48<?co8 2«(g)'+ 64i)g.cos2u(g]'- 1281*? sin 2U.C(^)'+ ..., 



lé terme dont il 8'ag.it reparalt, mais réduit å la moitié de.lä.yaleur 
précédente; nous aurons donc, en écrivant finalement y au lieu de C« : 

(^'^ S~ 1024g V — (96+ i92p)?V(^)'={i + ..-jfi. 

On aurait obtenu un resultat un peu modifié si, au lieu d'avoir 
adopté l'expression précédente de y, on avait retcnu tous les termes mis 
en évidence, a Texception de celui-ci: 



d: 
Apa sin 2w-i- . 
^ du 



En effet, avec les valeurs 



dy d(! ^ . ^ dC ^ ^o ds 

-7^ = -^ lo^)^ sin ^U'C -1 lopqco8 2i(..ii 



du du 



du 



du 



+ 8p(?C08 2«.j(^^)' 



+ c 



d^ 

du* 



8Msin.»j.f(^f)+rg 



^. = ^i- 32M cos2M.C^^ + 3»W«n 2u.r^ 



du 
|/dC\' , ^d'C 



-32MC08 2«|2f(^)*+r^ 






8p^8m2« 2y +6C;^^+r-^, 






i dy 



dC 



Ha.. > . J-. 



<il( 



du 



et: 



(S)'=(57,)'-32W«n2M.c(^y 
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on déduit immédiatement de Téquation (20') celle-ci: 

\i _32;)}8in2w.C— ...}^.— i024q%C— i2SpYC^ 

= --- \6pqs\n2u-^^— 24qs\n2u(^^j +i2pqsiW2u(^^^ +64pqcos2u.c(^^j 

— {Spqcos2U.C — Spq sin 2U.C^j^ + (i + . . .)ii. 

Eri inultipliant cette équation par: 

I + i2pqQiu 2U.C + ^Spq Bin 2u.Ct~ + • • • 



du 
d'C 

et en rempla^ant -7-^ par: 

— 32pq oos2u^ + 642>j cos 2u\^j^^j — 48^/ cos 2w(^-^^^j , 
on parvient finalcment au resultat suivant: 
(^^) di'^ ^^^^^^^^^~ '024jV;,2^ — (96 + i92p—2 56p')q'y(j^^ 

= (i + ...).ö 

dans lequel on a mis y a la place de C* 

8. Bien que les termes de la forme im-r-j visibles quelquefois 

dans nos calculs, aient disparu dans les équations (21) et (22), nous 
allons considérer une équation diflférentiellc renferinant un tel terine: 
nous le retrouverons, en efifet, en utilisant une substitution dififérente 
de celles que nous avons employées dans les n**" précédents. 

Uapparition 'd'un terme de la forme envisagée rend extrémement 
pénible Tintégration de Téquation dont il 8'agit, et nous ne saurons sur- 
raonter les difficultés en provenant que par des approximations ou 
méme par des tåtonnements. Afin de nous procurer une idée de ce qui 
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résulte de la présence du tcrine signalé, concevons d'abord Téquation 
tres simple: 

(a) ^^ + ^^_^ =. _ a sm{au + b), 

et désignons-y, pour abréger, Tangle au -{- b par H. 

Or, puisqu^il ne s'agit inaintenant que d'une solution particuliére, 
et pas du tout de Tintégrale compléte^ supposons: 

t/ = X, sin H + x^ sin 2H + . . . 

et cherchons ä déterminer les coefficients. 

D'abord, si a n'est pas tres petit, on pourrait comniencer par mettre: 

y = yo + ^i + y» + • • • 

et établir les équations 

-j^ = — a sin H, 

du 

d^y. dl/a 

du' f^^ du ' 



mais par cettc voic, la détermination des y appartenant aux grandes 
valeurs des indices, deviendrait laborieuse, et encore, la convergence du 

développcment supposé cesserait, si le rapport ^ excédait une certaine 

limite. Il faut donc, dans certains cas, éviter le développement suivant 

les puissances de /i, bien que cette quantité soit généralement tres petite. 

En admettant le développement suivant les multiples de H^ on en tire: 

y' = \{A + A + ---) 

+ (^1^3 + ^2^3 + . . .) COS Ä 

+ (— ^^? + ^1^8 + ^3^4 + . . .) COS 2H 

+ ( X^X2 + ^1X4 + X-^Xj, + . . .) COS3Ä 

-j- . . . , 
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ce qui donne par différentiation: 

+ ^ f- ^] — XyX^ — ^2^4 ""•••) ^^" 2i/ 

1^ • • • • 

En substituant ces cxpressions dans Téquation (a), et en égalant a 
zéro les coefFicients des divers sinus, on obtiendra: 

^1^' + t(^i^2 + X'iX^ + ...) = a, 



4>f2^ 2 U^^ ~ ^^^» — . . .j = O, 

9x^a —\XiX^ — x^x^ — '') = o, 



Il résulte de la deuxiéine de ces équations 



X, 



-~i(i^'~^^^»~--7 



valeur avec laquelle on tire de la premiére la suivantc: 

j^x\ yg XzX\ + {(T^ — 8" ^V^^ ~ ^ "^ • • • * 

Maintenant, en supposant les coefFicients x.^y x^^ . .. ou connus, ou 
négligeables, il se comprend que la quantité Xp qui s'obticnt par la re- 
solution de Téquation précédente du troisiéme degré, ne surpasse jamais 
une ccrtaine limite qui s'approche d autant plus de zéro, que la valeur de 

— ä" est plus petite. 

On aura facilement des resultats seniblables relativement aux coeffi- 
cients x^^ x^j . . . . Donc, en admettant toujours la convergence du dé- 
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veloppement suivant les multiples de H^ les resultats que nous vcnons' 
d'obtenir nous permettent de calculer, au moycn d'approximation8 
successives, les valeurs des coefiFicients deinandés. Il faut toutefois re- 
marquer que dans le oas ou d disparait, la serie des x n'est plus con- 
vergente. 

L'équation (a) se transfomie facilemcnt dans une autre dont la forrne 
est, quelquefois, plus cönvenable. Pour y gärder plus de généralité, dé- 
signons par Q une fonction toute connue de w, et considérons, au lieu 
de réquation (a), celle-ci: 

On en tire iinrnédiatement, en désignant par /iÄ^ la constante 

d'intégration, une preiniére intégrale, ä savoir: 

et, en vertu de ce resultat, il sera facile d'obtenir de Téquation (y9) la 
suivante: 

(r) S + G/^''»« + i^fQdu)y-\„Y = Q. 

TcUc est la transformée de Téquation (y9): on en conclut, toutes les fois 
que la fonction Q ne renferine qu'un nombre fini de terines trigonomé- 
triques, que le terme dépendant de fx tend a diminuer les coefflcients- 
dans la solution de Téquation dont il 8*agit. Dans ce cas, on pourrait, 
en employant la méthode du § 5, réduire Tintégration de Téquation {]) 
a cclle d'un systéme d'équations lincaires et d'une équation du deuxiéme 
ordre et du troisiéme degré a coefficients constants et ne renferment plus 

aucun terme de la forme liy-j-' 

Mais si, par contre, la fonction Q contenait un terme constent, le 
coeflficient de y, dans Téquation (;-), rcnfermerait la variable w multipliée 
par cette constante: Tintegration de Téquation {y) deviendrait, dans un tel 
cas, extrémement difficile, et on ne saurait développer la fonction y 
dans la forme d*une serie trigonométrique. 
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Ayant ainsi donné une idée du r61e que joue - le termc dépendant 
de fij nous allons examiner des cas plus compliqués <}»«' celui qui est 
représenté par Téquation (^). 

9. Considérons d'abord Téquation 

Q étant un polynöme contenant un nombre fini de termes purernent tri- 
gonométriques et ä coefFicients constants, dont les arguments ne dépcndent 
que de la variable ti, et B] une fonction qui peut renfermer, parmi un 
nombre infini de termes trigonométriques, certains termes dépendant de 
Tinconnue y elle-méme. 

Dans Téquation signalée, nous allons remplacer la fonction y par la 
somme de deux nouvelles fonctions Y et Z, de sorte qu'on ait: 

ce qui entratne: 

d'T . d'Z . ^rdY . ^rdZ . r.dY . r.dZ 



du 



1 , a-ii ^ai ^a/4 ^ai ^ais ^ ^ 



L'une des fonctions Y et Z pouvant étre choisie ä volonté, nous 
ét^blissons la relation 

f ■ * 

et nous retiendrons réquation que voicit 

De réquation (y9), on tire par integration: 
/lÄj étant une constante surabondante, qui doit étre déterminée de 

d7 

maniére que le développement de -j- ne contienne pas de terme constant. 
Evidemment, la valeur du bin6me I'' — A, reste toujours negative. 
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Dans réquation (å), introduisons au licu de Z une nouvelle fonction, 
C, dont la relation ä la premiére soit: 



Z = 



dC . 



I + C/^du 



il en resultera l'équation 



(^) 



d'C 



du 



'-S + 



4 ^ 



*«) -l/^fQ^^ c= -'j(r' - Ä,) + IfifQdu. 



Cela pose, nous allons introduire, dans Téquation {j^y la valeur de 

dZ 

j- tirée de Téquation {å), et nous aurons, apres avoir remplacé Z par 
2 dC 



I + (^fidu 



, réquation que voici: 



d^Y ?_^^4- 

« "t" • I ^ j«. J-. "t" 



d?* 



I + ^dudu 



i^«(r_Ä,)_^^-(|)+/./().^. 



r=2j, 



d'ou l'on tire, en adinettant: 



= rTc^' 



la sui van te: 



d*U 



- If^lrrTcy- *'] -(-nrö^ (i) -rTc0+ ''Z^'''' 



C7 



ou bien, en introduisant la valeur 



= (i +0R, 



celle-ci : 



(O 



d*V 



I dK «'r I/' , 1 J T/ij 



f/ 



= (i + 0^- 

Des deux équations (e) et (C), il faut déduire les deux inconnues 
C et U. Pour lever les diflficultés adhérant a cette tache, voici les 
démarches les plus convenables. 



s 
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Au lieu de supposer Q tout connu, admettons maintenant: 
et puis: 

r = r,-:r, + f, 

ou nous avons désigné par Q^ et R^ deux fonctions tout connues dont 
nous supposons la preiniére du deuxiéme degré ou bien égale a zéro et 
la seconde, du premier degré, et par Fy une fonction du troisiéme degré 
dépendant de U et C- 

Cela admis, la fonction C sera évidemment une quantité du deuxiéme 
degré, et si Ton néglige, dans Téquation (C), les quantités du quatriéme 
degré, et que Ton suppose tout simplement: 

F = /iU\ 

il viendra: 



d'U 



(^) ^ä^-\{f^V^'-^)+P^''-W^odu 



U=R,. 



Gette équation étant indépendante de C» on en déduira une valeur 
approchée de U^ qu'il faut d'abord égaler ä la fonction Y. 

Ayant trouvé une valeur préalable de F, on va chercher la fonction 
C en intégrant Téquation (s) qui, si Ton néglige les termes du quatriéme 
degré, 8'écrit ainsi: 

Certes, Tintégration de cette équation n'est pas facile, inais on par- 
vient néanmoins, par approximations successives, ä Texpression de C sans 
constantes arbitraires, tout ce qu'on deniande ici: d'ailleurs, Téquation du 
troisiéme ordre se transforme aisément én une autre du deuxiéme degré 
qui n'e8t plus linéaire, mais dont la forme, si Ton néglige un terme du 
troisiéme degré, est bien celle de Téquation (a), de sorte qu'on pourrait 
appliquer, ä son integration, le procédé dont nous avons fait Texposition 
précédemment. Mais on peut aussi, en partant de Téquation (e), déduire 
directement une nouvelle équation de méme nature que Téquation {C). 

Ada mathmuUiea. 17. Imprimé le 16 juin 1892. 12 
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En efifety si nous posons: 
nous aurons de Téquation (s) celle-ci: 



4 + y+^^(r-»,)-i^/^» = o, 

et puis, par difiFérentiation : 

En éliminant ~ entré ces deux équations, et en admettant la notation 
il viendra: 



• • 






U-^^(^r-h,)+2f,Y-fifQdujy,=-{f,Y^ + lQ, 



équation qui appartient, évidemment, au type de l'équation (C) ou de 

Véquation (rj). 

En intégrant Téquation que^ nous venons de trouver, nous pouvons 

dans la premiére approximation négliger Q^ de sorte que le 8.econd. 

membre soit réduit ä: 

I ^dY 

al -r— . 

2^ du 

S'il s'agit de déterminer des ternies élémentaires, la quantité signalée est 
du troisiéme ordre et du quatriéme degré par rapport aux excentricitéSj 
tandis que B^ est du deuxiéme ordre et du deuxiéme degré; en con- 
sidérant les termes non-élémentaires, la fonction R^ peut étre du premier 

ordre, mais.le produit fiY — est alors du quatriéme ordre par rapport 

aux forces troublantes. On a donc obtenu une vraie approximation. 
De la relation 

log (i + O = fxfy^du 




k>.ii.. 
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on déduit iisément: 

de sorte qu'on aura; 

Evidemment, cette formule n'est qu'approximative; elle donne cependant, 
dans la plupart deg cas, le resultat d'une exactitude suffisante. 

lo. Pour la transformation de 1 equation (a) du numéro précédent, 
voici une autre méthode. 
Faisons d'abord: 

(23) y = 



(i +fUdu\ 
ce qui nous donne: 

dy 3 dU 3P' 

du 



ji +fuduY** /i(i +fvduy 



d*y 3 d*U 9 tt'!:Ex ^^' 

i ^ j.. "T 



d^' f,(^, +fvduy''' ;i(i +fuduy ^^ /.(i +fuduy' 



dy 9 ^^dU gV 

if 17. / /» \i ^ ^^, 



du 



fiL'(i +fvduy "^"^ /i^^i +fuduy 



En introduisant ces expressions dans Téquation dont j'ai parlé, il s'en8uit 
immédiatement: 

Telle est Téquation transformée rempla9ant Téquation (a): on Tutili- 
sera avantageusement, mais seulement, bien entendu, en adoptant Thy- 

pothése que jUdu s^exprime au moyen d'un développement convergent, 

et que cette intégrale soit inférieure ä Tunité. Mais en tous cas, Temploi 
de la transformation indiquée se montre avantageuse sMl ne s'agit que 
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d'une solution approchée et que la somme d'un nombre fini de termes 
representant Tintégrale dont nous avons parlé, ait une valeur suftisam- 
ment petite. 

Concevons encore le cas oii la fonction JR renferme un terme de la 

forme 

— vMy 

f{u) étant une fonction toute connue de u. 

En désignant la soinine des termes restants dans B, par B, , nous aurons 
facilement de Téquation (24) la suivante: 

("5) + mU- V' =^l (i +fUdu){Q + B) 

— 2U'fUdu — ..., 

resultat dont nous pourrions faire application prochainement. Dans le 
cas des termes élémentaires, la fonction U est, le plus souvent, une quan- 

tité du deuxiéme ordre et Tintégrale fUdu du premier. 

II. La maniére d'opérer la transformation de Téquation fonda- 
mentale que nous venons de poursuivre dans les n®* 5 — 7, se remplace 
avantageuseinent par plusieurs autres procédés, dont voici un qui mérite 
d'étre examiné soigneusement. 

Keprenons comme point de départ Téquation (4), a savoir, si nous 

2K 
admettons toujours la notation f = — x, celle-ci: 

(4') ^ + A;'(^ycos2ame.F, — Ä^^^Vsin 2 am^FJ 



— lk'(^\ cos2ame.Ff = — X 



ii. 



Or, au lieu de faire disparaitre le terme du premier degré, nous 
nous proposons seulement de débarrasser les termes du deuxiéme et du 
troisiéme degré des facteurs trigonométriques. On peut donc tout-d'abord 
inettre: 



^ 
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ce qui entratne iinmédiatement: 



9>\.o = o. 



z' 



Maintenant, en adoptant Texpression 

V^ = z — {4(/(i — 1 1?*) sin 2x + /^q^ sin 4x\z^ 

- gr ( I — 1 6y ^) cos 2X -\ q^ cos 4rc 

[Sq{i — I ig*) cos 2X + 4?' co84a;};?^ 

+ {8?(i — 1 6g*) sin 2a; + ioj*sin4rc};äf*-T-, 



nous aurons: 



dV. dz 



dx 



dx 



+ 



+ 



dT. d*z 



dx' 



j_t "T 



dx 



+ 



+ 



+ 



8g'(i — I ig*) cos 20? + i6g* co84a;}2* 



+ 



l6 , z: 9\ • 1 OO » . 

— j(i — iöj ) Sin 2x -| g sin 4a; 



dz 



8g(i — I ly') sin 2a; + 8y'8in4a;}if-7- 



dx 



dz 



+ {8g(i — i6q^)cos2x + 2oy' cos4aj}^'-T- 



c^.); 



8(/(i — I if/') cos 2a; + 4?' co84a;} ^^) + ^5^« 
8g(i — i6y>in2a;+ iog*8in4a;} 2^(^) +^'5^. 
i6}(i — 1 ly') sin 2a; + 645^ sin 4a;};?' 



+ 



— q{\ — 16g') cos 2a; + - — g^ cos 4a; 

d'z 

■ ^di' 



24g(i — 1 ig*) sin 2x + 24g* sin 4a;} (^^ + 

24g(i — i6g*)cos2x + 6og*cos4a;} 2^(-t^j + ^^T~t 



8g(i 



I ig*) cos 2X + 4g* cos 4^} 3 ^9f. + ^TT. 



dz d*z 
dx dx" 



d^z 
dx' 



8g(i-i6g*)8in2a;+iog*sin4a;} 2(^j +6,,-— . + ^*— , 
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VI = z^ — {8g(i — I iq^) sin 2X + 8gr* sin 4x]z 



3 



dz 



[i6g{i — ii}')cos2a; + Sq^ cos^x]^^-^ 



dz 



8 «8 



V\ = z 



Ensuite, si nous établissons Texpression 



2KV 



k^i — j cos2amf.Fj = k^i — \ co8 2amf.;2f 



+ 



32? 



... + -: — ^cos2a; + ^ ^ cos4Jg + ... 



l—q 



l-q^ 



— {4?(i — I iq^) 'sin 2x + 4g'' sin /^x\z^ 



8 20 

-g(i — i6y*) cos2ir -| q^ 00843? 



X 



dz 



{8g(i — iig^ co8 2a; + ^q^ co^^\z-i- 



dx 



+ {8$'(i — i6gr')8in2a; + log^sin 40;)^" 



dz 
dz . 



= Af — 1 cos 2 am f.^ 






,3 



^4?'^£ 



+ { i6oq^ sin 2rc — 32^' sin 425)2?' 



32 3 . 64 „ 

^^g cos2rr H } 00340; 



ainsi que celles-ci: 



k'(^ysm2am$.Vl= —{64^^(1^- 123')+ 128?*}^' 

+ {i6g(i — q^) sin 2a; + 323* sin 40;};?' 
— { I g2q^ cos 2x — 64?^ cos 4x]z^j 
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- k* ( — j C08 2 am f . V\ = 



64 , , 128 
3 '^ 3 



z' 



+ 



y?(i + 3'')co8 2a; + jg'co84a;U', 



et que nous les introduisions dans Téquation (4'), il en resultera 



dz 



\ + k^( — ) cos2&m^.z + (64}' — 384?*)^' — b^q^z-^ 
+ {24<7(i — I !<?') sin 2a; + 24g' sin 4a;} (j^ 



+ {245^(1 — 16^*) cos 2a; + toq* cos4a;} 






KS)V^'£ 



{8g(i — 1 1}») COS 2a; + 4q' cos 4x\\ 3 -^-^^ + ^57, 



+ [8q{i — \6q^)8\n2x + iog'8in4a;} U^^j +6^:3^^; + ;? 



dxdz* dx* 



= _X— i2. 



d'« 



En multipliant, pour égaler ä Tunité le coefificient de — ,, Téqua- 
tion précédente par: 

I + [24gr(i — iiq^)s\n2x + 24g' sin 4a;] ;? 

+ [24}(i — i6g^)co8 2aj + 6oq^ cos4x]z^ 



[24^(1 I igr*) C0S2ir + 12}' cos 4a;] 



dz 
dz 



+ [48? (i — lögr') sin 2a; + 6o}*sin4a;]£i 



dz\ 

dx 



— 1 



I — [24^(1 — 1 1?') sin 2a; + 245r* sin4a;];8? 



dz 



+ [249(1 — I ig') cos 2a; + 1 2g' cos 4a;] j- 



dx 



+ [12.24g' — 24g(i — 40g') cos 2a; — 12.29g' cos 4a;] £f', 
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(26) 



d 

dx 



"4+ *^'(~~) coszamf.jr + 64g';?' — 384?*^?' 



/dzV 



+ ,.8,'4^-.88,v(|) 



O ^8 



[12. 16.48}* +12. i6g*(i — 39?') +12. 16.29g'*];? 



+ 24qsm2x(^) 



s dz 



— {[8g(i — I ig^ cos 2x + 45' cos 4x]z + g6q^z , 

— [8?(i — lög^ sin 2a; + ioj'sin4rr]j2?'}-T-, 



d«' 



I — 24g Sin 2X.Z + 24g cos ^^j- 



2^q C0S2X.Z^ + •• • 



{X + Q), 



ou, afin de faciliter au lecteur la vérification du calcul, on a mis en 
évidence, les différentes parties dont est coraposé le coeflficient de z*. 

Il nous reste encore a remplacer, dans 1'équation que nous venons 
de trouver, la troisiéme dérivée de z par sa valeur, autant qu'elle est 
connue. 

Dans ce but, écrivons: 



d^ 
dx' 



W2KV 



V{ — j cos2araf.jer 



(dzy ^ 

24g sm 2rr(-T-l — Z 



= {32(7'' — i6(/(i + q^ cos2ir — 32?^ co84rr}if — 24g sin ^^[-p) — ^j 

011 la partie essentielle de Z est égale k X + H. 

De Téquation précédente, on tire par différentiation: 

d^ z /dz\ ' 

•3-8= {327(1 + g') sin 2a: + 128g' sin 4.r}i2? — 487cos2a^( — j 
+ [s^q^ — i6g cos 2a; — 3 2?^ cos 4a;} -5- + ^; 
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« »t 



^ < 



ét rnaintenant, si Ton ihtroduit cette vaTeur de j-^ dans TequatiÖn (26), 
les termes du deuxiéme ordre de la forrae 



. s) »;/ 



CODSt. Z* ' 

■ 

se détruisent, et on obtient Téquatioii que voici: 

/dzY 
= -24ysin2rry 

— {[8^(1 — \iq^co%2x •\' ^q^ co^^x]z 

— [85'(i — lög*) sin 2x -f loq^ sin 40?]^'}^ 



• • dz 2 , 

1—245 ^^^ 2X.Z+ 245 COS 2iC. -z 24g COS 2X,Z +.,. 



(X^Q). 



Cherchons maintenant les termes provenant de la fonction X en 
adoptanty pour cette fonction, la valeur que nous avons donnée par 
réqUi^tion.(i8). , • 

En ne deraandant que les termes horistiques du deuxiéme ordre par 

rapport a q, nous aurons, en vertu de Texpression mentionnée, en y 

dV 
portant les valeurs précédentes de V^ , -5—' , . . ; 

— X= — 32^5' sin 40? 

I2o I2o\ 9 9 I _ _ r\ 9 8 



— 64P5*^ + (^ x)^''^* "*" ' ^^^'^ 



dz\' 



+ '^^P9'H 



^ . dz dz , . ^dz ' 

— lopq sm 2a; -T- -r- 32^5 cos2a;.;2:^ + 32^ sm 2x.z j- + . . . . 

Il suffit également de mettre: 

Z= + löjog^sin 2a;^ + 32pg cos2aj.;2?— + Z,, 
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Zj étant une fonction renfermant les termes non considérés dans nos 
calculs actuels, et qui donneraient naissance a des termes horistiques d*un 
ordre ou degré plus élevés que le deoxiéme ou le troisiéme. 

En différentiant Texpression signalée de Z, et ne retenant que les 

termes dépendant de cos.2a!; et de ^, nous aurons: 

dZ dz , (dzY , dZ, 



Maintenant, si nous introduisons cette expression dans Téquation (27), 
et que nous multipliions Texpression précédente de X par 

I — 245 sin 2X.S! + • • • > 
ce qu'exige Téquation (27), Téquation dont il s*agit prendra la forme 



(28) ^ + |/;'(^).co8 2amf + 64pg» 



jsr + 1 (>P9 sin 2x -j- 



/dz\* dz , . ^dz 

= — 249 Sin 2:r(— j — 32pq cos2x.z-t- + i2pq sm 2x.z ^ 

— ÖO COS2i:.^3— s^ 

dx 

— {i — 245 sin 2X.Z + . . .ji2, 

ou lon a négligé le terme périodique du second ordre. 

On pourrait se contenter du resultat que nous venons d*obtenir; 
cependant, pour gardet plus d^homogénéité dans les tertnes périodiques 
restants, je préfére de chercher une autre équation ne contenant plus 
le terme de la forme 

dz 

pq C082X.Z J-* 

ax 
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Dans ce but, je fais la substitution de 

if = y + 8pq C08 2x.y-^ 

et des exprcssions en découlant', ä savoir: 



ih 

dx 
d*z 



dx* dx 



dy , . dy , o I /<*V\* , d*y 

^-i6pqsm2x.y^^+Spqcos2x^[^^) + y^, 

y|-32i>5f8in2x|(|)+y 



d*y 
= jf,— 32pyco8 2a; 



dx* 



I o I dud*y , d*y 

+ 8Mco8 2a;l3^^. + y^. 



^Tx)- ('£)'- S^^'? «5" ^*-y(S)'+ • • • ' 



V 



dz du , 



dans l'équation (28), et j'obtien8: 



dy 



32jpg8in 2a;.y + 24JOJ cos 2 a; -p 



d^y 
d? 



+ lö/jgsin 2X-^ -\- å;*( — j co8 2 am f + 64/)?' 



y — {i28pq* + S96oq*)y 



'dyV 



+ (192?' + .28i^»_ ,28pV)y2-96?V(g) 



= — 24} sm 2aJi 



!)•+ 



32pg sin 20? 



©*+ 



32j>}8in2X.y'^ 



— Spqco8 2X.y^^ — {i — 245r sin 2x.y + . ,,JÄ- 

En inultipliant ce resultat, dans lequel on peut supprimer le terme 



dépendant de -r-^, par 
portant Texpression 



dy 



S2pq sin 2X.y -]- 24^ cos 2ru j- 



— 1 



, et en y 



dy 
dz 



dy 
dx 



dyV 



i = — 16500820;'^ — Z2pqcos2x-^ — 48g'C08 2a;(T^j +64^co82x(~-j 
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on obtient finaleraent: 1 

(29) ^. + « 6^ sm 2a; 1^ 4- A' (^— j cos 2 am f + 64^^' y 
= ^ 8(3 — 4p)^ sin 2-c(^) + 32M sin 2a;.y»^ 

.1 

; — (i — 242 8in2a;.y + . . .)fl. • 

Dans cette équation, qu*on peut regarder comnie le resultat essentiel 
de nos transformations, il faut remarquer que le coeflTicient de y' ne 
contient pas tous les terines du quatriéme ordre; mais les termes qui y 
manquent encore, ne peuvent pas, excepté dans lin oas special, annuler ce 
coefficient, vu qu'il8 sont multipliés par le nombre irrationnel p ou bien 
par son' carré. 

12. Si Ton avait introduit; dans Téquation (27), au lieu de la 
valeur de X qu*on a einpruntée a Téquation (18), un terme du type 

A^ sin(2Aji; + s^T\ 

on aurait pbtenu des termes dépéndant d'un nouyeau module, et no- 
tamment de nouveaux termes horistiques. En désignant par q^ la valeur 
de q qu'on déduit avec A^ , A^ et 5^, les nouveaux termes horistiques 
sont, pour la plus grande part, multipliés par g^gj et par gt; ils sont en 
conséquence du quatriéme ordre. Le nombre de ces termes étant tres grand, 
on pourrait croire que leur influence Temportåt sur les termes que nous 
venons de mettre en évidence. Cependant, ayant ealculé ces termes par 
difFérentes méthodes^ je me suis convaincu que leur somme n*aura 
d'autre effet que d'agrandir le coefficient négatif de y': le resultat que 
nous venons de donner par Téquation (29), n'aurait donc pas changé 
quant a la for me. Or, dans le mémoire present, il ne slagit pas de 
donner des formules parfaitement préparées a Tusage des calculateurs, 
mais seulement de designer les methodes dobtenir la solution absolue du 
probléme des trois corps, tel qu'il se présente dans notre systéme pla- 
tiétaire. Voilä la raison pourquoi je me suis dispensé, poiir le moment^ 
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de comrauniquer mes recherches, d'ailleurs assez laborieuses, sur la to- 
talité des termes horistiques; mais, j'ai pris cette resolution encore par 
un autre motif, dont voici Texplication. 

Dans les calculs numériques exécutés d'aprés les régles qu'on pourrait 
déduire en intégrant Téquation (29) ou une autre équation de la iniéme 
nature, il nest paö du tout indispensable de connaitre, des Tabord, tout 
le coefficient d'un terme horistique; il suffit, au contraire, d'en avoir 
évalué la plus grande partie, disons un peu plus que la moitié. Cela 
se comprend aisément par un exemple, dans lequel on suivra la marche 
des approximations. 

Supposons a cet égard qu'on ait Téquation 

— ^^- (p* — ^)y = — «i sin H^ — a, sin //, — . . . , 
ou les H sont donnés au moyen de la formule générale 

et ou d désigne une quantité positive ou negative^ dont la valeur absolue 
est inférieure a y*. Supposont encore que la serie des a soit convergente. 
Cela étant, on voit immédiatement que si Ton commence par intégrer 
Téquation 

^ — ^\ = — a, sini/j — a, sin i/, — ..., 
on aura tout d'abord le resultat approximatif 

développément qui est nécesskiremeht convergent. Dans la deuxiéme 
approximation, supposons quon connaisse déja une valeur approchée de 
dy désignons-la par å^y et procédons a intégrer Téquation 



d^-''yy- -^r+T'«'"^. -riT'«'"^« 



• • • f 



d'ou il résulte: 



a.Ä. . ^. a^Sr 



^' =("^f+vr*''"^' +(irtvr'''"^» + •••' 
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Selon rhypothése, le rapport -^ est inférieur ä Tunité; donc, les 
fractions -^-f — ^ , -^-7 — i , . . . sont ä fortiori moindres que Tunité. 11 s^ensuit 

(Ti "T ^ ^É "T v 

de lä que le développeinent de y^ sera aussi convergent. 

Admettons que d^ + ^i soit une valeur plus approchée de å que 
ne Test d^ seul: or, nous allons intégrer Téquation 

^. _ ,»y^ == _ 4ÄjL.^ + ^1 sin // 

En continuant ces operations, on trouvera dans la quatriéme appro- 
ximation: 

+ ... 

et ainsi de suite. 

Maintenant, si Ton établit la somme de tous ces développements 
convergents, on aura, ce qu'on voit facilement, un resultat également 
convergent et identique ä celui-ci: 

seulement, les divers coefFicients de la somme dont nous avons parlé 
constituent certaines transformations des coeflFicients qui entrent dans lex- 
pression derniérement signalée. 

Quant a la forme développée des coeflficients, il se comprend aisé- 
ment qu'elle admet des développements convergents, pourvu que la suite 
des approximations successives par lesquelles s'obtient dj c*est a dire, 
la. serie 

soit convergente. 
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Puis, des conditions 



on conclut la convergence de la suite 

y = y» + yi + y» + 



■ • • • 



Mais on yoit encore de ce que nous venens de mettre en évidence, 
qu'il est favorable de coinmeneer les approximations par une valeur de 
v' un pen plus forte, de fa9on a obtenir une valeur positive de å^. De 
cette inaniére, on trouyerait les principales parties des divers eoefficients 
des développements de t/o » 2/1 > • • • toujours positives, ainsi qu'un agrégat 
dé termes positifs, qqand on établit la somme des divers y„. Evideih' 
ment, les différents termes dont la somme constitue un coefficient de 
la . fonction compléte y, seront de la sorté les plus petits possibles. 
Ainsi, une valeur positive de d, c'est a dire une valeur un peu trop 
graride de.y*, sera, en efifet, plus avantageuse a la convergence des appro- 
ximations sucpessives, que ne Fest une valeur negative de ^ pu bien, ce 
qiii reyient au méme, une valeur de y*, inférieure a la valeur effective. 
Voila aussi pourquoi Temploi de Téquation (29) est préférable a celui 
de Téquation (17). 



§ 7. JElquations linéaires. 

1. Par les transformations dont nous venons de faire Texposition 
dans les deux paragraphes précédents, on a les moyens de ramener les 
équations dififérentielles de la mécanique céleste a des types plus simpleb, 
notamment a celui-ci: 

ou Ton a désigné par Z et X deux fonctions connues, dont la premiére 
se trouve tres souvent réduite a un coeflficient constaht, et par y9g, une 
quantité toujours constatite. Oependant, puisqu^il est inutile deffectuer 
la réduction compléte, ce qui serait aussi extrémement difficile si non 
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iinpossible, on doit supposer la fonction X, non plus tout ä fait connue, 

mais seulement quant a ses termes principaux, ceuxci étant donnés par 

Texpression 

sin 



cos 



Gn- 



I 



La solution déiinitive ne s*obtient donc qu'au moyön d*approximations 
successive^i, dont la convergence n'est, cependant, soumise a aucundoute, 
pourvu que la partie de X qu'on a négligée d'abord soit suffisamment 
petite.. 

Mais Tintégration de Véquation proposée est néanmoins tres pénible: 
elle ne 8'opére aisément que dans deux cas particuliers. P'abord, si la 
fonction Z est remplacée par une constante et que la fonction X ne 
contienne qu'un seul terrae, 1'équation dont il s'agit sint^gre sans trop 
de peine, comme nous Tavons vu dans le Chap. I. Puis, s'il était pos- 
sible de réduire notre équation a la forine linéaire, la forme du resultat 
serait telle qu'on en obtiendrait Tintégrale d'une maniére aisée. Dans ce 
qui suit, nous allons examiner coninient une telle réduction s'opere. 

La principale objection qu'on peut faire contre reniploi d*une équa- 
tion linéaire comme point de départ des approximations successives est 
celle qu'il donne naissance a des expressions dont les dénominateurs peuvent 
acquérir des valeurs tres petites et mérae évanouissantes. En effet, ayant 
formé Téquation linéaire tout simplement en supprimant le terme — Ä^*> 
on tombera dans une solution souvent assez inexacte et quelque fois méme 
tout a fait inadmissible; et une telle équation ne fournira pas de fon- 
dement pour démontrer la convergence du resultat. 

Mais si, au contraire, on opére la réduction a la forme linéaire en 
tenant compte, de la maniére qu'on va apprendre prochainement, du terme 
en z^j Tintégrale de Téquation transformée a la propriété de n'excéder 
jamais certaines limites. Les difificultés adhérant ä Temploi d'une équa- 
tion linéaire ou Ton a négligé entiérement les quantités du troisiémei 
degré, ayant ainsi disparu, on aura Toccasion fréquente de considérer 
des éq nations linéaires d'une forme special e. 

Concevons maintenant la réduction de Téquation (i) a la forme linéaire. 



* Nöus admettoos tonjonrs: On =^ 2^nt7 + 2B„, Xn ayant uqo valenr qoelconqae. 
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2. En déäignant par if) une fonction encöre indéterminée, nous 
allons introduire, dans Téquation (i), une nouvelle inconnue au lieu de 
Zj en adinettant la relation 



z = 



V 



I + 4' 



Nous aurons de la sorte: 



\V I + ^,iy» (I + ^A)Mv dv "*■ (I 4- (f^Y \di) (I + (f^ylv^ "I" 7~+7' 

et, si nous déterminons la fonction (p de maniére a satlsfaire a la condition 



(3) 



d*i!> 



3? = (■+(*)"'- A öVrt 



p étant une constÄute, nous aurons, pour déterminer la fonction. y, Téqua* 
tion que voici: 



(4) 



dt?' I + jftdt; di; 



2 å^dy 



^-»•+(TT«-(l')> = (' + i'')^- 



Cela étant, si nous admettons qu^on sache intcgrer l'cquation 



(5) 



d*y 



dv 



{ -\. {Z - u'\y ^ {i +<p)X, 



le second membre étant supposé connu, nous aurons immédiatement, en 
négligeant d'abord la quantité ^, une valeur préalable de la fonction y. 

Avec Texpression de y quon obtient ainsi, on va chercher la fonction 
^ au moyen de Téquation (3); a cette occasion on doit aussi déterminer 
le coeflEicient v* de maniére que la fonction ^ soit dépourvue de tout 
terrae constant. 

Dans ce but, écrivons Téquation (3) de la maniére sui vante: 



(3') 



|i— 2vV = >'' — /5,y 



(«'*-Äy')^-Ä2/V' + --- 



d'oii il 8'entend immédiatement que la demi-somme des carrés de tous les 

Äeia mathenuUiea. 17. Imprinié le 27 jiiin 1R03. 14 
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coefficients que renferme Vexpression de y, cetfe demi-somme muUipliée par ^^ 

constitue la partie essentiélle de la constante v'. 

En effet, si nous adniettons que Tintégrale de l'équation (5), les 

constantes arbitraires étant égalées a zéro, soit exprimée par le développe- 

ment 

y = x^ cos G^ + x^ cos G^ + . . • , 

il s'ensuivra: 

?/' = ^ W + ^' + ...)+ ^ ^? cos 2Ö, +-^x\ cos 2G^, + . . . 

+ ;f,;fj{eos((Tj — Öj + cos(6^j + G^)\ + 

En introduisant eette expression dans réquation précédente, on obtient 
tout d'abord les resultats approcliés quo voici: 

»'' = ^AW + '' + ---). 

^ 16/JJ + 2v' ' ' 16;; +21*' ' ' 

+ 4M,-t)- + ^'"'^'^'-"-' + 4K+ ty -fa.- ""(<'■ + ".) + ■■•' 

développement dont la convergencc est évidente, si la séric 

^1 I ^2 I* • • • > 

chaque tcrme étant pris avec le signe positif, jouit de cette propriété. 

Ayant établi ces resultats, il sera facile de parvenir aux expressions 
algébriques des coefficients x^ toutes les fois qu'on sait intégrer l*équa- 
tion (5). 

En admettant d'abord que la fonction Z soit réduite a une constante, 
— //, et en désignant par // la demi-soinine 

de sorte qu*on ait: 




Nouvoll 08 rccherchcs sur los series oniployécs dans Ics tliéorics des phuiétcs. 107 

les exprcssions des coefficieiits deinandés seront viöiblement celles-ci: 



• • 


4K + 'J + i%H' 


4^J + 1/ + Ä ff ' 



Mairiteriant, si nous établissons rexpression de la soniinc des earrés 
des divers x, il en résulte iiumédiatement Téquation 



(6) II = \ 



2 






[4^? + </+Ä//J^ ' [4^5 + 17 +/?,«! 



d'ou s'obtient toujours une valeur reelle et positive de //, pourvu que 
la serie inise entré les crochets soit eonvergente. 

La fonction H déterminée de la sorte, je Tappellerai fonction horistique, 
vu que sa présencc dans le coefficient de y rend la solution de réquation 
linéaire eonvergente, et quant a sa valeur, limitée; en conséquence, une 
équation linéaire renfermant, dans le coeftlcient de Tinconnue méme, 
une fonction horistique, sera appelée équation horistique. Mais je dé- 
signerai plus généralement par fonction horistique la soinine des puis- 
sances paires des coefficients Pfj , x^ , . . . , multipliées par des coefficieiits 
positifs quelconques. 

Donc, par la réduction d'une équation contenant des ternies liori- 
stiques, on est parvenu ä une équation horistique. 

La fonction H supposée reelle, il sera facile de démontrer la con- 
vergence de la serie 

Xt "i Xn ~| • • • • 

Dans ce but, reprcnons l'équation 

A„ 



^n /Tt 



4^:; + g +i%ii' 

et posons-y: 

4K-\-!J+PJI-l^xl=-I\ 
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la quantité P est donc indépcndante de x^\ on obtient aiiisi: 

-J,xl + Fx, = A,, 

d'ou Ton cunclut que la valeur de x^y quel que soit P, ne surpasse 
jamais la limite 

Or, les A formant une serie dont la convergence égale cellc d'unc pro- 
gression géonictrique, il s'ensuit que la convergence de la serie dont il 
s'agit est au uioins aussi rapidc que celle de 

^^iv^; + v^ + ;/^ + ...}. 

VÄ 

La reclierclic sur la convergence de notre développement est donc ramenée 
a cellc de la réalité de la fonction horistique U. 

3. En supposant, dans Tcquation (6), une valeur positive de g, les 
terraes du second niembre förment nécessairement une serie convergente; 
donc, la valeur de H sera reelle et positive. 

Mais si, par contre, la valeur de g était negative, la discussion de 
réquation (6) deviendrait délicate. 

En entåmant cette discussion, nous posons, pour abréger, 

puis, nous omettons Tindice 3 attaché ä y9, apres quoi Téquation (6) s'écrira 
ainsi 



v- - -> 



A\ 



-.^ + 



A\ 



{», + ur ' (*, + o 



s I • • • 



En utilisant toujours la notation 



x^ = 



*« + v 



t » 



ce qui entraine Texpression 
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nous aurons: 

An 



Xn 



= »n + y{x] + xl+...\. 



Muintenanty si nous supposons fini le noinbrc des termes de X dans 

Téquution (5), on trouve toujours une valeur reelle et positive de la 

sonime 

xl + xl + ... + x;_i + xl^i + • . . + xj.; m > n: 

donc, en désignant cette soinine par 
le coefficient P\2^ dans Téquation 



a^^p':'x,+IPx 



z 



est une quantité reelle et finie. 

Puis, si Ton désigne par Z^, sans tenir coinpte du signe, la valeur 
maximum que peut acquérir x« pour une valeur reelle queleonque de 
i^\ on aura, quelles que soient les valeurs des quantités öj , tf ^ , ..., &my 
ainsi que celles des coeflficients -4j , -4, , . . . , ^^, la comparaison 

d'ou il s'ensuit: 

expression qui montre que la valeur minimum de å^ + u^ ne peut 

s'abaisser au-dessous d'une quantité du méme ordre que /PA^. 

En supposant toujours que les A^ förment une suite de quantités, 
décroissant comme les termes d'une progression géométrique, il s'ensuit 
de ce que je viens d'établir, que les coeflficients Xj , x, , . . . , x^, et a 
fartiorif leurs carrés xj , xj , . . . , x]I, diminuent dans le rapport indiqué: 
et comme cette thése est également yraie quelque grand que soit le 
nombre m, nous en concluons la convergence de la serie 

^l I ^2 "T • • • > 
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c*est-a-dire, que P^ est uiic quantité reelle et fiiiie. Il iious reste a 
montrer qu'on peut toujours, au inoyen d'approxiinatioii8 successives, 
s'aj)proclier de la valeur exacte. de v'. 

DaiiR ce but, dcöignons par v'^ ce que devient u^j lorsqu'oii ne 
considere, dans Téquation (6), que les m premiers termes du second 
membre, et cherehons a dcterminer la diflcrenee 

^iH f 1 ^m — sTm f 1 > 

dont la valeur 8*obtient au moyen de Téquation 



A Qi 



+ 



a: 



{'f, + VmX/V, + »/'„ + imi-iY 



Al 



(*, + «'m)(*, + V*„ + *„+,) 



-.+ ••• + 






(*m + ^m)(f^m + ^m + Cm+i)' 



1 0*2 



A\ 



('V. + f«)'('V. + v« + e,.t.)' 



+ 



Al 



(*, + vin», + vl+ f«+.) 



-V + • • • + 



A 



3 

m 



('>« + l^mA^m + vi» + fm+i)' 



+ 'j 



•^m+l 



^ (*mf I + ^m + fm + i)* 



En vertu des considérations prceédentes, on eonclut facilemen t que 
les rapports 

Cm + i ^m-^i Cm 4-1 

— — — ^-^-^ y j • • • y "^■^^-^— ^— 

'5^1 + Vm ?y, + v/i» ^Vm + i^m 

sont de petites quantitcs, lesquelles, dans une premiére approximation, il 
sera permis de négliger auprés de Tunité. L*équation que nous vcnons 
de signaler, s'écrit donc de la maniérc suivante: 






t \a 



+ ...+ 



/i Al 



t \3 



(*« + v«) 



^ 

Cm-fl — 



p^m-\-\ 



^('Ki-i + Vm + fmn)' 



d^oii Ton tire toujours une valeur reelle de f^^i qui s'évanouit avec -4^+i. 
Apres avoir repris Téquation primitive, il ne reste plus aucune 
difficulté h obtenir une valeur plus exacte de c„» + i- 
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De la maniére indiquée, on parvient a détcrminer Ics Cm4« j fm+8> ••• 
sans autres inconvénients que ceux qui tiennent a la peine d'un long calcul 
numérique. 

Ajoutons ici la remarque que tous les calculs prccédents auraient 
été plus eonipliqnés inais quant a leur porté et nature pas esscntielle- 
Tiient changés, si réquation (i) avait conlenu les termes 



^'d^-Md^)' 



Zj étant une fonction connue de t;. Je ne tiens pas, cependant, opportun 
dentrer dans le détail y relatif. 

4. Considérons maintenant le cas plus compliqué oii la fonction Z 
n'a plus une valeur constante, mais désigne une fonction connue de v. 
En désignant par a une constante, nous supposons encore la fonction 
dont il 8*agit telle, que si Ton met: 

Z = ot + X, 
Tintégrale de Téquation 

soit connue. 

Admettons d*abord le développemcnt 



dx • «d!«' 



d*ou Ton ti re par diffcrentiation: 



1^^= V 



dx"" dx"" '^ ^ dx (£««+» "^ "rf«*+« 



Si nous portons ces cxpressions dans Tcquation 
(7) g+(X + «)y = o, 

et que nous désignions par p une constante encore a notre disposition, 
il en resultera Téquatiön de condition que voici: 



(8) -&' + ^ 









Hugo 


OyldSn. 






+ 




+ 


nS 










+ 


d'¥,dz 
dz- dx 


+ 


dip,d'i 
'lid? 


+ 


-.£ 










+ 


d-¥,d'i 
dr' dr- 


+ 
+ 


^^^ 


+ 


1' 



+ (X+, + y)|»>+y,|+...]-p[?'.«+ ?',g+...|-o: 

évidemmenf, les termcs multipliés par p s'aiinu1ent identiquement. 

Pour sotififaire k cettc condition, établipFona avant tout 1'équation 

(9) S+C^ + ri'-»' 



ce qui donne: 



5? + (» + *)5i-°' 

d*z , , , ,d'8 

rf? + (" + *);£■• ■=°' 



a + p die' (a + j))' dx* ' ' ' > 

dx I d'a I d'f 

da; a + p dx' {a + p)' rfie' ' ' " ' 

Ävec ces relations, oti tire immédiatement de Téquation (8) une 
autre, oit ont déjä disparu certains termes; puis ei l'on met: 

P = Pi +P, + '•-, 
et que Ton introduisc, dans Téquation dont il s'agit, 
p, d*i , p, d*z 

dz p, d*B p, d*e 

^di~ a+ pdx' "^ (« + p)" rf7' "" ■" ' 
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dB 



on parviendra, en égalant a zéro les coefficients de ;8f, de 3i > • • • ; aux 
conditions que voici: 



(lO) 





o, 


• • 


■ 


d^9>' 




-1,^ 




d}1F 
dx* ' " '« 




da! aJrp '>' 


. 


d*¥ 









U- + ^*: - 


• 


dx a + 2> ^ (a 


Pt Hl- 

• • • 



La forme de toutes ces équations est évideminent telle qu'on peut, 
selon la supposition, déterminer les diverses fonctions W^ , ¥*', , . . . sans 
avoir recours a des approximations. Cependant, la partie tout connue 
de chaque équation étant formée au moyen des fonctions précédentes, 
on ne saurait parvenir aux intégrales demandées que de proche en proche. 
Par ce fait, la marche a suivre pour obtenir ces diverses fonctions est 
indiquée. Mais il faut qu'on fasse encore une observation. 

L'intégration d*une équation quelconque du systéme (lo) introduit, 
dans Tintégrale, deux arbitraires: ces constantes étont, en effet, sura- 
bondantes, on les déterminera de fa^on que Texpression de Tintégrale 
soit exempte de termes contenant la variable indépendante hors des signes 
trigonométriques. Mais puisque, avec ces constantes seules, on ne saurait 
éviter tout terme de la nature mentionnée, on a introduit une suite d'autres 
constantes, ä savoir Pj , Pj , . . . qu on va choisir de maniére a atteindre 
le but proposé. 

5. Supposons qu*on ait trouvé, par Tintégration de la premiére des 
équations (10), Texpression 



Aeta fnaihåmatiea. 17. Imprimft le 28 juin 1893. 
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C^ et c^ étant les deux arbitraires, et h une constante tellement choisie 

que Téquation 

c/v, dy, 

subsiste, dans laquelle on a désigné par j/, et y^ les deux intégrales 
particuliéres de Téquation proposée, de sorte qu'on ait: 

Avec ces valeurs, la condition établie s^exprime de la maniére 
suivante: 

m 

ou biet), 6*1 l'on admet la notation 



alnsi: 



h = 



(/.('«)) 



dx 



En substituant, dans la formule (i6) du § 2, Vexpressiön précédente 
de ^, il est facile de parvenir au resultat que voici: 

• • • a 

(II) y = eJA:») + c,rAxth% + f(x)-\ 



+ '■■<^'/(^/^'(^"^^' 



formule qui peut devenir d'un usage tres fréquent. 

Maintenant, si nous désighons .par TF„ les divers membres de droitc 
des équations (9), on aura: 



+ 



fMJj—^JfMWJx. 
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Evideminent, les constantes p^ cntrant dans les expressions des divers 
W doivent étre déterminées de laaniére ä débarrasser les produits f^{x)W^ 
de tout terme constant: par le choix convenable des constantes c^,"^ et 
4"\ on pourra ensuite faire disparaitre» dans la formule précédente, le 
terme constant ainsi que celui qui est formé par une constÄnte multipliée 
par X. Seulement^ si n est egal ä zéro — cas dans lequel on doit, tout 
d'abord, annuler la constante 4®^ — Tautre constante, a savoir c^^\ peut 
étre choisie ä volonté. En efifet, ayant attribué ä la constante cf^^ une 
valeur quelconque, cela n'exerce qu'une modification des arbitraires in- 
troduites par Tintégration de Téquation (9). Egalons donc, des le début^ 
la constante cf^ a Tunité, ce qui donne: 

Ayant ainsi déterminé les fonctions V^, admettons la notation 

a + p = ~p\ 
et nous auronSy en intégrant Téquation (9), 

6'j et C^ étant les deux constantes efifectivement arbitraires. 

Maintenant, si nous nous rappelons le développement supposé de y, 
il sera facile de parvenir au resultat que voici: 

(12) !/ = C\[V'\+vV^\+u'V\ + ...]e'^ 

En admettant les notations 



(•3) 



la formule précédente 8'écrit ainsi: 

(1 2'.) y = C,{P + uQ)e" + C,{F — vQ)e-"; 

et, si nous posons: 
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^j et p^ étant deux constentes que nous allons déterminer de maniére 
a avoir: 

é 

noiis aurons les ternies a ajouter a la formule (12'), afin qu'elle donne 
Tintégrale de Téquation eompléte 

(7') . 2^+{a + X)y^W, ' . 

I " 

. ^ .:.'.■. . . ■ . • . . 

au moyen de Texpression 

(14) — /9, /9, (P + v Q)é".f W{P — v Q) e-" dx 

+ ^,l3,{P — iiQ)e-''fW{P + uQydx. 

Pour arriver a une relation cl'ou s'obtient le produit y9,y9, — car 

nous n'avons aucun moycn iinmédiat pour séparer les deux facteurs — • 
voici un procédé. 

En introduisant, dans l'équåtiön 

les valeurs de y^ et de y,, il viendra: 

P — vQ 



^\P+vQ' ) 1 

dx ^,/9,(P + pQ)" 



g-»« 



on tire de lä, apres avoir effectué la différentiation, 



(15) 2v/9,/9, 



t"->'Q'-Q^+P'^ 



dx dx 






Par cettc relation, il sera visible que, si ron y introduit les valeurs de 

P et ^ qu'on va trouver prochainement, le produit y9,/9, soit egal ä 
I 

2y' 
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En supposant que Wj P et Q soient donnés au moyen d^expressions 
ne contenant quc des termes périodiques ou des constantes, on se cont 
vaincra quc chaque diviseur introduit par le procés d'intégration, prendra 
la forme 

^' + A 

a étant le coefficient de x dans Targument du ternie dont U slagit. 
Donc, si a renferme une fonetion horistique des coefficients dans y^ fonc- 
tion qui entré aussi dans Texpression de u^, et que TF, P et j^ soiént 
donnés au moyen de series^ convergeant conime des progressions géomé- 
triques, le resultat qu'on obtient, en eÖectuant le ealcul d^aprés la for- 
mule (14), sera aussi convergent. 

• • • f . 

6. Ayant établi les expressions de y^ et de y, au moyen des fonc- 
tions P et ö> on pourrait se proposer de déterminer, d'une raaniére dj- 
recte, ces fonctions sans passer par les fonctions ^\yW^^ .. . . Si dans ce 
but, on introduit, dans Téquation (7), apres y avoir écrit X au lieu de 
oe -}- ^^ Texpression de y^ ou bien celle de y^, il sera aisé den tirer 
une nouvelle équatioh qui se divise immédiatement en deux autres, poui^vu 
qu'on égale séparément å zéro les termes dépendant des puissances paires 
de Vy ainsi que ceux qui contiennent comme facteur une puissance im- 
paire de cette quantité. Ces deux éq nations, les voici: 



(16) 



^r+2v'g+(x+v')p=o, 



Le systérae des deux équations linéaires que nous venons de déduire, 
se remplace facilement par une seule équation du deuxiéme ordre qui, 
toutefois, n'est plus linéaire. En effet, si nous posons: 



P + vÖ = (i +^)e 









c dx 
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toutes les deux équations (16) seront satisfaites par la valeur de ^ qui 
résulte en intégrant réquation 

("7) 5^ + (TTW + ^^'+^'^ = °- 

Nous reviendrons plus tärd a cette équation qui, si on la développe suivant 
les puissances de ^, renfermera des tcrmes lioristiques, et qui en con- 
séquencc admet une solution uniforinément convergente. 

Mais, en procédant ainsi, on trouverait les fonctions P et ö aflFectées 
des exponentielles, reelles ou imaginaires, vu que les puissances paires de 
i[} renferment nécessairement des termes constants. Bien que rinconvénient 
qui en résulte ne soit pas, en effet, tres grave, cherchons néanmoins ä 
déterminer, s'il est possible, les P et Q autrement, mais de maniére ä 
ne contenir, outre un terme constant, que des termes trigonométriques 
dépendant des arguments qui se trouvent déja dans la fonction Xj ainsi 
que leurs multiples. 

Il ne s'agit toutefois que d*une solution particuliére du systéme (16) 
laquelle s'obtient quelquefois tres aiséraent au moyeu d^approximations. 

Posons dans Téquation (7), en écrivant toujours X au lieu de a + X, 

(.8) y = (I + F)«"''^'^, 

ou Ton a désigné par ^ ^i z deux nouvelles fonctions que nous allons 
déter miner de fa9on a remplir certaines conditions. On obtient de la 
sorte réquation 

^ ^^ I + (pdx* * I + f dz ^ * dx * 

Or, puisquune des fonctions ^ et .? est entiérement arbitraire, on 
pourrait établir la condition 

ce qui nous aménerait a Téquation (17) de sorte que jr fiit egal a ^; 
mais cherchons d'autres modes pour détenniner les deux fonctions jr et z. 
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: ■ D^abord, si Ton exprime ces deux fonctions au moyen d*une troisiéme, 
en adtnettant les relations 

I + jp = 



v/i + 7 . 
ip est encore egal a ^, et il sera facile d'obtenir l'équation que voici: 

resultat qui n*est au fond qu'une simple transformation de Téquation (17). 
Evidemment, apres avoir développé, suivant les puissances de 3y, 
Téquation que nous venons de trouver, elle renfermera des termes hori- 
stiques, et on en pourrait, par conséquent, tirer une solution uniformément 
convergente. En déterminant, en méme temps, la constante v» de raaniére 
que la fonction iq ne contienne aucun tcrme constant, nous aurons les 
fonctions P et Q exprimées au moyen des formules 

qui permettent de déterminer les deux fonctions dont il slagit de fa9on 
qu^elles ne dépendent que des arguments qui figurent dans 3y ou bien 
déjJi dans X. Donc, si Ton suppose que la fonction X ne contienne, 
outre un terme constant, que des termes périodilques, il sera toujours 
possible de parvenir, apres avoir obtenu une solution particuliére de 
Téquation (20), ä Vintégrale générale de Téquation (7). 

Mais on pourra aussi opérer la détermination des deux fonctions ip 
et z de la maniére suivante. 

Si Ton établit Téquation 

(21) g-/v = -x + /'-^x. 
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V étant une const^nte encore a notre dispofdtioD, il restera, pour dé- 
terminer la fonction Zy celle-ci: 



(2 2) 



£+^lrT-, + 0^ + 7^, + ^' + '' + ^' = o-' 



et on en conclut la formule suivante: 



z = 



( 



I + f )* / 



(» + f)v 



t^tvx 



2v 






^+f 



+ P» + r + ^> 



dXj 



qiii sert a calculer z de proche en proche. 
En considérant la relation 

/(^ + f)%^""^^- G(» + jrr-c)«-'- 2y 1^(1(1 + jr)' - c)<r*-rfar, 

ou Ton a désigné par c une constante surabondante qu*]l faut déterminer 
de maniére a avoir le facteur 

exempt du terme constant, Texpression préoédente de jet se transforme 
aisément en celle-ci: 



(23) ^ = _2v(i-^^) 






I / 



W\\\}^r9? — ^\^dx 



Mais avant d'aller plus loin, cherchons a détenniner la fonction ^ par 
integration de Téquation (21). 

7. Supposons qu*on ait: 

X = a^ + «i cos flj + fl, co5 /7, + . . . + a, cos ^, , 

le? rij , fl, , . . . , n, étant des coefficients positifs, et les arguments J?,, 
donné;^ au moyen de la formule générale 
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Ensuite, poRons: 

f^ = f o + f^i + • • • 

et déterminons la fonction f^ au mojen de Téquation 
Il s^ensuivra: 

Maintenanty en forraant le produit ^^X^ et en ne considérant que 
la partie constante y contenue, la condition que le second meinbre de 
Téquation (21) soit dépourvu du terme constant, 8'établit immédiatement, 
tant qu'elle est indépendante des termes qu'on va obtenir dans les ap- 
proximations suivantes. La condition dont nous parlons s exprime au 
moyen de la relation 

la! . I al . I al 



Evidemraent, si la valeur de a^ est positive, Téquation que nous venons 
d'établir, adraet toujours une racine reelle et positive. 

Mais, si, au contraire, a^ a une valeur negative, distinguons alors 
deux oas: T un ou Ton a: 

et Tautre ou Tinégalité 



\ d\ . lal , . l dl 



subsiste. 

Dans le premier cas, il y a évidemment une valeur de T, entré o 
et 4" ^^> q^i satisfait Téquation (a): en effet, la somme 






qui, selon Thypothése, est positive, si V est disparu, reste toujours con- 

Äela nuUhématica. 17. Imprimft le 1 juillet 1892. \Q 



122 Hugo Gyldéo. 

tinue, autant que P est positif, et prend une valeur negative lorsque l^ 
acquiert une valeur suflPisainment grande. 

Dans le second oas, écrivons — ^ au lieu de T, et désignons par a 
la plus petite des quantités 0*1 , ö-^ , . . . . Or, la valeur de 



* ^0 r ^ j j« r • • • I ^ 



étant negative, si P est egal a zéro, et continue, P ayant une valour entré 
o et (T^y nous en concluons qu'il y a une valeur de Vj entré o et a^, 
satisfaisant Téquation (a), mais il en peut aussi résulter une racine, ä 
peu prés égale a a^: Uéquation dont il slagit a donc toujours au moins 
une racine reelle, qui peut aussi étre considérée comme une petite quantité, 
pourvu que les coefficients a^, , . . . , a„ ainsi que les ö*, , . . . , ö*» aient de 
petites valeurs. 

Apres avoir ainsi déterininé une valeur approchée de P et en consé- 
quence trouvé une expression approchée de ^^, passons aux approximations 
suivantes. On aura d'abord la fonction ^^ en intégrant Téquation 



& - 'V. =>'- nx. 

Dans le courant des approximations successives, il y a lieu de faire 
une remarque importante. En établissant le produit ^^X, il en pourra 
déja résulter une partie constante qui se rejoint a Téquation (a), et qui, 
par conséquent, tend ä modifier un peu le resultat qu'on venait de 
trouver des le debut. Cela arrive toutes les fois que quelques-uns des 
arguments H^ sont des multiples de quelques-uns des autres H^. Mais 
en continuant les approximations par la voie indiquée, on retrouvera, 
du moins dans Texpression de f^^, et dans celles des fonctions sui- 
vantes, les arguments d'oii dépendent les termes de la fonction ^^. 
Il sensuit que les approximations consécutives nécessitent des incréments 
a ajouter au resultat qu'on a obtenu d abord relativement a T. Que 
ces incréments tendent ä augmenter la valeur positive de /^ ou bien a 
diminuer sa valeur negative, cela se comprend par le fait que tous les 
nouveaux termes entrant dans la fonction p sont positifs, pourvu qu'on 
y fasse P egal ä zéro. De cette circonstance, on conclut aussi la con- 
vergence des approximations successives, d'ou découle immédiatement celle 




Noavelles recherohes sur les series employées dans les théories des planétes. 123 

du resultat final, vu que chaque approximation ne donne qu'un nombre 
fini de termes. En effet, plus la valeur positive de P est sensible, 
moins s'agrandit ^ par le procés dMntégration: et puisque les approxi- 
mations successives tendent a agrandir la valeur positive de P, on finira 

X 
par avoir le rapport -r^ , — X„ étant egal a /' — j^„_iX, moindre que 

Tunité. A partir de la, les resultats des approximations consécutives 
diminuent en raison hypergéometrique. Rien n'empéche cependant que 
le resultat ne converge, la valeur de P étant negative; seulement, on 
ne saurait, d'une maniére aisée, mettre cette convergence en lumiére sans 
avoir recours aux valeurs spéciales des constantes entrant dans la fonction X. 
Ayant ainsi obtenu le resultat que la fonction p s'exprime au 
moyen d'une serie trigonométrique, uniformément convergente et exempte 
du terme constant, revenons a la formule (23). 

8. Si nous désignons par h^j h^, ... les parties constantes de 
j^*, j^*, . . . , et que nous ne considérions que la partie exempte du signe 

r, nous aurons tout de suite Téquation de condition que voici: 



2 
d'ou 8*obtient la valeur 



2 2 2 ~ ' 



ensuite, apres avoir admis le développement 

^ = ^0 "t" ^1 "t" • • • > 

on peut établir Texpression suivante, qui donne approximativement la 
fonction z^ 

Cependant, la structure algébrique des resultats qu*on pourrait obtenir 
en étendant plus loin Tapplication de Téquation (23), devenant fort com- 
pliquée, je préfére Temploi de Téquation (22) comme base des recherches 
sur la fonction z. En mettant dans la dite équation, 

dx 
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nous aurons immédiatement : 



ti* 



f 



dz 



+ 2vc+i:' + v' + v 



dx' 



I +<p 



= O, 



ou bien, en vertu de Téquation (21), celle-ci: 



(24) 



dz 



+ 2vC+ C*+ v^ + X^o. 



Si nous rempla9on8 C par deux nouvelles fonctions, {7 et F, de ma- 



• » 



niere a avoir: 



C= U+vV, 



nous pouvons les déterminer de fa9on que chacune d'elles ne dépende que 

des puissances paires de i^. De la sorte, si p était imaginaire, les deux 

fonctions dont il 8'agit deviendraient néanmoins reelles. 

Par la condition admise, I equation en C se divise dans les deux 

sui vantes : 

dU 

dx 



(25) 



+ 2j;'F -f C/' + v'F» + v' + X = o, 



dV 
, dx 



+ 2 O" + 2 f/F = O, 



d'ou Ton tire, en différentiant la préiniére, et en remplayant les premiéres 
dérivées de Z7 et de F par leurs valeurs tirées de ces équations elles-mémes, 
le resultat 



(26) 



d'U 
d^ 



2XU—2U' — 6u'U{i + F)» = 



dx 



Mais la premiére des équations (25) nous donne: 



u\i + vy = 



dU 

dx 



— u 



'2 



X, 



de sorte que nous pouvons remplacer Téquation précédente par cellen^i: 



(26') 



<^*^ I VTT I ^n<^U I TTi ^^ 



Cette equation du troisiéine degré se transforme aisément en ane 
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équation linéaire du troisiéme ordre, du reste bien connue: en e£Fet, si 
l'on introduit la fonction ^ au moyen de la relation 



il resultera: 



21 +x 



équation qui s'écrit aussi de la maniére sui vante: 
On en tire immédiatement une intégrale, å savoir: 

(270 (^ + x)2--2 (1)'+ ^(' + xY^ = - 'r\ 

2^' étant Tarbitraire introduite par Tintégration. 

Ayant trouvé la solution d'une des équations (26), (26'), (27) ou (27'), 
la difficulté principale de notre tåche est surmontée, vu que la fonction 
F, encore indéterminée, s'obtient au moyen de la formule tres simple: 

V = e"^-' ^^* (const. — e^ ^'^') 
const. 



1+/ 



I. 



En introduisant cette valeur de F, ainsi que celle de TJ exprimée 
par ;f, dans la premiére des équations (25), nous retrouverons tout facile- 
ment Téquation (27'), et il en resultera simultanément la valeur 



r 

const. = - . 



Mais, on pourrait aussi chercher la fonction F d'une maniére directe. 
Dans ce but, nous tirons de la seconde des équations (25) la suivante 
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en introduisant dans la premiére des équations (25), au lieu de U, la valeur 

dV 

ITf' ^ous retrouvons lequation (20), excepté que F aura pris la 

place de rj. Nous en concluons Tégalité 

Egalement, il sera facile d'établir une relation simple entré la fonc- 
tion }( et celle que nous avons désignée, un peu plus haut, par ^. En 
eflfet, si nous admettons: 



i + (p = sji + xi 
on retrouvera Téquation (17), a condition toutefois qu'on ait: 

Nous retoinberons donc dans la formule déja établie 

F = W = z ; — TT-, I . 

Maintenanty puisquon a: 

d^ 

I + ^' 

on arrivera immédiatement au resultat 

d^ dip 

dx . dx . 

I + ^ ' 1 + ^ ' '' 
ce qui donne 



j zdx = ufrjdx + log 

= ufrjdx + ^^ _ j, _ i (^ « _ ^ ^) + i (^ « _ j, «) + . . . . 

La diflférence ^ — f> qui entré dans la formule signalée, s^obtient 
directement en vertu d'une équation différentielle du second ordre que 
nous allons déduire maintenant. 
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En supposant if) moindre que Tunité, Téquation (17) sécrit de la 
maniére sui vante: 

(17') g+ [J_ 3,^]^ + 6vV'- lovV' + ... = -X-.^ 

la diflférence entré cette équation et Téquation (21) nous donne immédiat^- 
ment: 

^^i^ + [X - 3.'](s^ - <P) 

Mals puisqu'dn a: 

^ =^.^ — f + <P', fp^ = {fp — fY + 2f?(s^ — f) + f '; . . . , 

réquation précédente se met sous la forme qui voici: 

(28) '^^ + [X - 3v^ + 1 2. V - io,Y + • • ^{<P - <P) 

+ 6^^\il) — (pY — iov\ip — <py + ... 

= —P — i,^+ (3v^ — V)y — 6vY + • . • • 

Il est visible par la que la détermination de la différence (p — ip 
8'opére, a peu prés, de la méme maniére que celle de la fonction ^; 
rintroduction de la fonction tp paralt donc inutile. Néanmoins, si le second 
ineinbre de Téquation (28) est tres petit, la différence (p — ^ deviendra aussi 
tres petite, de sorte que les approximations conduisant ä Tintégrale parti- 
culiére de cette équation convergent rapidement: dans ce cas, Temploi de 
ladite équation est ä préférer a celui de Téquation (l 7), vu que la fonction ^ 
8'obtient, par Tintégration de Téquation (21), d*une maniére relativement 
facile. 

9. A ce qui concerne ^integration des diverses équations qui se 
sont présentées, Tune apres Tautre, dans les n**' 6 et 8, il y a quelques 
observations a faire. 

La plupart des équations dont j'ai parlé renfermant des termes hori- 
stiques, on saurait généralement en tirer une solution dont la convergence 
serait uniforme; cependant, ces termes pouvant sannuler, certaines con- 
dltions étant satisfaites, il paralt nécessaire d'étudier séparément les diffé- 
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rents cas qui peuvent se presenter. Mais sans entrer dans le détail d'une 
analyse qui serait dHntérét, plutöt poar la théorie des équations linéaires 
que pour les recherches sur les mouvements des planétes, je me bome a 
envisager le cas ou la quantité v^ aura disparu ou du moins sera tres 
petite, et encore ä traiter 1'integration de Téquation (20). 

La condition que v' soit egal a zéro, 8'exprime au moyen de la 
relation 

a^ étant toujours le terme constant dans Texpression de X. Ce resultat, 
s'obtenant sans calcul en vertu de Téquation (24), peut étre vérifié au 
moyen de Féquation (20). 

En effet, si Ton me t dans cette équation v egal a zéro, elle devient; 



d 



t. 



tU' 






1+7 2(1+7) 
et si Ton y introduit: 

d^ di^ 

dx* dU rr dx 
= — 2^ 2V 



1+7 dx 1+7 

''^ =-217, 



I +7 



la relation nientionnée sera retrouvée, vu que la dérivée ^ ne peut 

contenir aucun tenne constant 

Supposons maintenant qu'on ait v exactement egal a zéro; Téquation 
(26) devient alors: 

dont le terme horistique — 2 tT* ne disparait aucunement. 
Admettons le développement 

U= L\ + V, + D, + ..., 
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fet désignoDs par g une constante qué nous supposons également donnée 
au moyen d'un développement, a savoir: 

Cela étant, nous allons détenniner les divers U au moyen des équa- 
tions suivantes: 

d'U. f , .^^ åX 

^- (2«o + 9W, = 2{x-a,)v, + euiu, + eu,u\ + 2U\ 

— 9l.O Ui 5^2.0 Uo — 92.1 Ui , 



^-{2a,+g)U, = 2{X-a,)U, + 6{Vl + U\)U, + 2UI 

+ 6Ul{V,+ C70+ i2U,U,U, 

92.1U0 — ffa.oUi (j9i,o + 92,0 + 92aW2 

— 9z.o Uo — 9z.\ Ui — 9b,2 Ui 
etc. 

Evidemment, les divers g sont introduits afin de rendre les seconds 
membres des équations établies si petits que possible, mais il ne sera aucune- 
ment nécessaire en remplir exactement cette condition. Les gj pouvant 
ainsi étre choisis en quelque sorte a volonté, on peut les déterminer de ma- 
niére qu'il8 soient toujours positifs. En désignant par 74^^ la partie constante 
de Ul, par U^^ la partie constante de fJJ, et ainsi de suite, puis, par 
/i.o 9 /2.0 > /2.1 j • • • ^68 constantes positives, on pourra établir les formules: 

9l.C = fl.0"'2 J 

92.0 = f2.0'h j 92.1 ^= /2.1'^2 9 

9z.O = h.0"2 9 93.1 r==^ h.\'h J 5^8.2 = /8.2^1 

etc; 

ÄtiUk matimiuMca, 17. Imprimé 1« 4 Juillet 1892. 17 



130 Hugo Oyldéo. 

et, apres avoir introduit ces expressions dans les équations ci-dessus, il 
sera facile de choisir les valeurs les . plus convenables des constantes /*, 
choix, qui en eflfet doit étre dirigé selon les données numériques de 
Téquation proposée. 

Cela fait; on parvlent ä Téquation 

ou Ton a désigné par N^ , JV^„ , . . . des coefficients positifs constituant 
une serie dont la convergence est celle d'une progression géométrique. 
De cette équation, il resultera nécessairement une valeur positive de g, ce 
qui entraine la convergence de la serie 

t^o + f^i + • • • 

laquelle, en eflfet, peut étre tres rapide si g acquiert une valeur considérable. 
En supposant que la fonction TJ soit finalement expriinée par la serie 

[7 = Aj sin -ETj + X^^inH^ + . . . , 

les X étant des coeflficients constants, et les H^ des arguments dont une 
partie se trouvent déjä dans la fonction X, on aura la condition 

(31) -%=\{A + A + --) 

qui doit étre satisfaite, pour avoir le coeflRcient v egal a zéro. Il y aurait 
donc, si p* n'était pas exactement egal ä zéro, deux équations, ä savoir 
les équations (30) et (31), qu'il faudrait résoudre siinultanément, si Ton 
voulait en méme temps trouver Tintégrale générale de lequation (26") et 
déterminer la valeur de la constante a entrant dans lequation (7). 

Dans le cas envisagé derniérement, c'est a dire, si p* avait une valeur 
tres petite mais diflférente de zéro, on pourrait intégrer Téquation (26) au 
moyen d'approximations successives, mais on trouverait aussi Tintégrale 
cherchée en utilisant la méthode que nous avons présentée dans le n° 4 
du paragraphe present. 

10. Considérons encore Téquation (20) qui paratt s*accommoder le 
mieux a la détermination de la constante v^. 
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En développant suivant les puissances de rjj on peut d'ahord 8'arréter 
ä Téquation que voici: 



(32) 



d 

dx 



M'^-m'+^''}>-^^+-'+m'- 



ou il 8*agit de déterminer la constante v* de maniére que la fonction tj 
ne renferme que des termes périodiques. 

SupposonSy comme dans les numéros précédents, quon ait: 

X — a^ + a^ cos H^ + a^ cos -ö, + • • • > 

et désignons par — c' la partie constante de 2X — (1^) + 61;', de sorte 
que c' soit donné au moyen de Texpression 



'dTiY 



«' = -".-*-' + jTQ 



Cela étant, admettons le développement 

V — Vo + Vi + -' y 
et rempla9ons Téquation posée par le systéme 



(33) 



dz 



d^yj, 
dx 



|i + e\ = 2Xyj, - 2 T {Xyj,\ 



. etc; 



évidemmenty la constante v' doit satisfaire a la condition 



o = 2a. + 2V 



•+|t((S)") 



+ 2T(7X)+..., 



de gorte que cette konstante ne figure plus dans le systéme signalé. 
t)e rexpressioD précédente de e^ on tire maintenant celle-ci: 



e' «= 40* + 6 



H(S)') 



+ 6T(7X) + ..., 
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ou il faut, pour avoir une valeur préalable de 6^ introduire, au lieu de 
3y, sa valeur approchée rj^. 

L^intégration de la premiére des équations (33) nous donne tout 
de suite: 



e 



dou 8'obtient: 






I • • • 7 



T(7o-^— öjJe» a»_le'~ 



Avec ces valeurs, on trouve immédiatement Téquation 



(34) 



e' = 4«« + 6 



«\« "T / j ^«Nj "T • • • 



W - «')' 



W - «')' 



d*ou il résulte toujours une valeur reelle de e'. 

Ayant déterminé la valeur de e*, celle de v^ en découle facilement, 
vu qu'on a: 



6v' = — e" — 2a. + 3 



aX 



vi + 



aj<^ 



W-e')' ■ (<^-e') 



»\J I • • • 



expression qui se remplace facilement par la suivante: 



(35) 



u' = 



a. 



1 
2 



ClM + 26») , aJW + 26») , 

+ -73 nrr" + 



S\3 



W - e') 



(^ - ö*) 



On voit par la que v^ est négatif toutes les fois que a^ garde une 
valeur positive, rnais que, si a^ est négatif, u^ peut passer par zéro et 
méme devenir positif. Et encore, bien que e^ soit une fonction de a^, ce 
qui est d'abord visible deréquation (34), cette derniére quantité entre dans 
Texpression de v^ principalemen t comme terme additif sans étre mul- 
tiplié par aucun autre facteur que Tunité. En conséquence, si Ton va 
chercher la solution de lequation (7'), ä savoir de celle-ci: 



s +^-^- 
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une fonction horistique se trouvant dans a^ entrera coinme tenne additif 
dans les dénominateurs des divers termes dont la soinme constitue U 
fonction y. 

En continuant les approximations que nécessite Tintégration de Téqua- 
tion (20), on se convaincra facilement, soit de la convergence des ap- 
proximations successives, soit de celle des series trigonométriques, par les- 
quelles sont représentés les resultats obtenus dans les diverses approxi- 
mations. 

En effet, les conditions rigoureuses qu'il faut remplir étant celles-ci^ 




il est immédiatement visible que la valeur de la fonction tj ne peut se 
rapprocher trop de Tunité, vu qu'autrement la valeur de e^ deviendrait 
tres grande, ce qui rendrait, ä son tour, les coefificients x et, en consé- 
quence, toute la fonction tj assez petite. S'étant ainsi assuré que les re- 
sultats des diverses approximations ne peuvent pas différer beaucoup Tun 
de Tautre, on ne doutera pas qu'on ne parvienne finalement ä un resultat 
définitif. Néanmoins, les premiéres approximations pouvant, dans un cas 
critique, 8'écarter plus du resultat vrai qu'il n*était désirable, on pour- 
rait, dans un tel cas, pousser la convergence des approximations successives 
au moyen de certains artifices de calcul, dont je ne tiens pas, cependant, 
nécessaire de faire mention ici. 

Mais examinons encore la convergence du resultat qu'on obtient dans 
une certaine approximation. 

Dans ce but, écrivons d'abord Téquation (20) ainsi: 

^ 4. eV = — TV^ 
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oii Ton a désigné par N une somme de termes trigonométriques dont leg 
coefficients sont déterminés en vertu des approxiinations précédentes. N'en 
mettons en évidence que les parties principales. Les voici: 

-iNr=2X+2:yX-|:y(g)* + |(g)'+6vV + ...+ partie const. 

En substituanty dans cette expression, la valeur de tj quon a déjä 
trouvée il en resultera un développement de la forme suivante 

N = N^ cos Jffj + NjCosH^ + • . . 

4- Nii cos 2Hi + N^2 cos 2H2 + • . . 

+ ••• 

+ iV, , cos (fl, + H,) + JV;._, co8(fl, — H,) + ... 

"1* • • • • 

Cela pösé, la fonction tj s'exprime au moyen du développement 
(36) 7 = ^1 cosJffj + Xj cosJff, + . . . 

• • • 

+ Zn cos 2H1 + Xj.j cos 2Ä, + • . . 
+ ... 

+ xi,, cos (J?i + fl,) + x,._, cos (fli — fl,) + . . . 

~r • • • > 

ou les coefficients sont des quantités qa'on obticnt au moyen des formules 

'»""<,; — e" 

jy tn.n -t^ ak. — 



ffl.fl ■*■• !■.— Ä 



y = • y z^ 



L'équation qui sert a déterminer a' est maintenant, ä ne tenir compte 
que des termes du deuxiéme degré, celle-ci: 
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e» = 4a, + 3{ö?xJ + öjxl + . . . 

+ 4^/^1.1 + 4<'i^j.« + • • • 
+ ... 

+ (^1 + ^2)X« + (^1 — ^!»)'^?.-« + • * . 
+ ••.} 

Généralement, la quantité c' est sensiblement diflférente de zéro: si 

elle est negative, la convergence du développement (36) est immédiate- 

ment visible; ne considérons donc que le cas ou e^ est positif. Admettons 
encore que, si Ton pose: 



(37) ^' = 3«i.^« + S^^J + -M». 

la somme des termes indépendants de ;f^, que nous avons désignée par 
3f, soit une quantité positive. 

Cela étant, Texpression par laquelle est donné le coefficient x„, devient: 



^ — 3^11*11 — lo\A — Mn * 

d'ou Ton tire Téquation du troisiéme degré que voici: 
(38) 3^11^1! + 3fln4 — (^« — M,)x^ = — iV„. 

Qu'on distingue maintenant deux groupes de termes dans Tex- 
pression (36): au premier groupe appartlennent ceux dont les arguments 
se trouvent déja dans la fonction X; les termes du second genre dépendent, 
au contraire, d^arguments qui apparaissent en vertu des operations exé- 
cutées pour arriver ä Texpression mentionnée. Les termes du premier 
groupe sont marqués par un seul indice, ceux du second groupe, par deux. 

Considérons d'abord un terme du second genre. 

En formant Texpression du type (37), le terme dépendant de a„ y 
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manquera évidemment; et le terme analogue manquera également dans 
Téquation (38), de sorte que nous avons: 

De cette équation, il est facile de voir que les ;r.., förment nécessairement 
une serie convergente, pourvu que les JV... en förment une: car si öi., 
était une quantité fort petite, Texpression approchée de x^^^ deviendrait: 

et puisque les di£Férentes ilf„.„ ne différent guére, m et n étant de grands 
nombres, Vun de Tautre, la convergence des ;f. , est presque la mérae que 
celle des JV^«; ensuite, si öJ,.„ était egal a 3f«.,, ne fåt ce méme qu'äpproxi- 
mativement, on aurait a peu prés: 






formule qui montre que les x^^ convergent comme les racines cubiques 
des JV^.,. 

Venons raaintenant aux termes du premier genre. 

Si Ton remplace, dans Téquation (37), a, par la valeur 

F„^I^ ('^- - ^') = ^-'-W - ^')' 

ou Ton a écrit, pour abréger, f^ au lieu de — ^, il viendra: 
On tire de la: 






et ensuite, par Tintroduction de cette valeur dans la formule 

'" "" al- e* ' 
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on obtiendra: 

öj Mn S^nXn 

ou bien: 

M — W — ^.)^« = - ^Å^ + Sfn^l) 

resultat qui s^obtient, d^ailleurs, immédiatement de Téquation (38). 

Uéquation que nous venons d'établir se résout facilemeiit, en mettant, 
dans le second membre, la valeur de x^ qui est connue par les approxi- 
mations précédentes; et on en conclut, comme auparavant, que les x^ 
förment nne serie convergente ou méme lirnitée, pourvu que le noinbre 
des N^ ou bien, ce qui revient au méme, le nombre des a^ soit fini. 

De la maniére indiquée, on parvient a exprimer la fonction ly au 
moyen d'une serie ne contenant que des termes trigonométriques, et dont 
la convergence est uniforme. 

1 1 . Dans les derniers numéros, on a établi des méthodes pour in- 
tégrer Téquation linéaire du second ordre dans laquelle le coefficient de 
la fonction inconnue est un agrégat de termes trigonométriques. On y 
a notamment trouvé les moyens nécessaires pour arriver aux développe- 
ments numériques des dififérentes fonctions servant a exprimer l'intégrale 
demandée. Passant maintenant a Tintégrale de Téquation compléte (7'), 
on sera amené a chercher le développement d'une expression comme 
celle-ci 1 

(39) E = e"''^'''j0e'^J'"'dx, 

ou y' signifie une constante renfermant comme terme additif une fonction 
horistique de tous les coefficients du développement de J5J, et ou Ton a 
désigné par et z, deux développements uniformément convergents. 

Mais bien que le développement de z soit uniformément convergent, 

il pourrait toutefois arriver que la fonction Jzdx ne le fiit plus. Dans 

un tel cas, Tusage de Texpression signalée parait d'abord défendu. Ce- 

pendant, en retranchnnt de z une partie j?^ telle que Jz^dx s^exprime au 

Åda matlnmaHoa, 17. Imprimé le 8 juillet 1892. 18 
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nioyen d'une serie uniformément convergente, on peut choisir z-^ de ma- 
niére que le reste z^ devieniie aussi petit qu'on voudra. Donc, les fonctions 

e~*' et e''*''' se développant toujours en series uniformément conver- 
gentes, on retombe dans une formule du .type (39), a la seule exception 
que z se trouve remplacé par ^^ fonction dont nous considérons la valeur 

toujours comme tres petite par rapport a C (P^é^dXy 0^ éfant egal a 0ef''^'. 

Or, on obtient au moyen d'intégration par parties: 

= e-''f0^e'"'dx — e-'"fz,dxf0^e'''dx 

4- e-''''-f'*'''fz^€f'^'^dxfz,dxf0^€r^dx, 



de sorte que, si Ton admet la notation 

0,^' = zj0,_,e''dx, ' ' 

la fonction E sera exprimée par le développement 

E = e-^'f{0, — 0^ + 0^ — ...± 0^._,\é''dx 

Mais bien qu'on puisse généralement supposer que la convergence 
du développement 

<^o — <^i + • • • 

soit tres rapide, il sera néanmoins utile d'examiner un peu plus soigneuse- 
ment la nature du reste donné au moyen de la formule 

Admettons d'abord: 

Zy = ;-, cos I^j + 7-3 cos i/^ + . . . , 

et supposons que la serie 

Ti I Ts "t" • • • • 
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soit convergente, raais qu'au contraire la serie 

^" + ? + • • • 
Boit divergente. 

Maintenant, en désignant par H'^ ce que devient H^ lorsqu on remplace, 
dans la formule 

la variable x par une autre ^, on sait, en ver tu des rccherches de 
M. PoiNCARÉ/ que la serie 

^ (sini/, — sinfl;) + ^' (sin/f, — sinÄJ) + . . . 

est convergente, bien que cette convergence ne soit pas uniforme, et que 
la somme tende vers une limite dépendant de la dififérence x — $. 

Cela étant, et si nous nous réservons, apres avoir exécuté Tintégra- 
tion demandée, de mettre f egal a x, Texpression de B s'écrit de la 
raaniére sui vante: 

_ r , r c . C vx-l- ?^ (sin -^,-8in 7/1)+^* (sill fl,-8in-ff 2)4-... , 

n = 6-'''-/'»^' / iP.^e^^f^^^^^dx = 6-"' i 0^e "» "^ dxj 

formule dans laquelle on pourra développer, suivant les puissances de 
^, de — , ... Texponentielle sous le signe T. Opérant ainsi, on par- 
viendra ä des intégrales du type 

/(Wj , n^ , . . .) 
= — £iL^^ r(p^(8inÄ — sini/;)">(sin//^, — sin7/n-' . . . ^''dx, 

i.2.3...nj. 1.2.3. ..n,... J «v 1 v \ 3 v y 

oii Ton a désighé par Wj , n^ , . . . des entiers positifs. 

Je vais d'abord montrer que, en exécutant Tintégration quexige la 
formule signalée, les dénominateurs ö-J» , ö-Js . . . se détruisent en vertu 
des facteurs sortant des operations successives. 



* Bulletin astronomique, T. I, p. 3^9 ~" voir aussi la note insérée par M. 
Chablier dans les Ästr. NachrichtcD, T. 122, p. 161. 
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Dans ce but^ adinettons la notation 



©"•©-••• 



ce qui donne: 

(LA- 
I(n, , n, , . . .) = —^^ e-" f9^'HsmH, — sin H[)'"e^*dx. 

On tire de la, en intégrant par parties, et en rempla9ant, apres avolr 
efifectué l'intégration, ^ par x ou bien, ce qui revient au méme, H'i par Äj, 

/(tjj , «j , . . .) 
= ^^^4 .e-"fco8HAainK—8inH\Y'-'dxf'P^'^'e"dx', 

I.2.3...(», — i) ^ 1^ ^ '' J ' 

ensuite, si nous posons: 

cos Ä, y* !P<"'> e"'<?a; = ri"' V, 
la formule précédente prend la forme 

I{n, , n, ,...) = - 1.2.3 ;(n,_,) g'"/^^'"'(''^" ^> - '^" liT-'*^'^^- 
Mais encore, si nous admettons la notation 

= I 2 . « I 2 X n /<P».(«^" ^« - «" ^0-(8m /^, - sin H',)" . . . e"rfaj, 

ce qui serait en pleine concordance avec la notation déjä utilisée, nous 

aurons: 

iPl"'> = cos J7i/(n, ,»,,...) 

et: 
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formule qui raontre que déja un facteur egal ä <r, est disparu du dé- 
nominateur. 

En continuant les operations indiquées^ c'est a dire, en posant de 
proche en proche: 



ipw^^r ^ Qo&H^fW^:^\e''dx, 



on parviendra a la formule 



/(n, , n, ,...) = ± rVe-''fnyd^'dx, 
De méme, en opérant de la sorte sur la fonction I{n^ , Wg , . . .), il 



s^ensuivra: 



/K , W3 ,...) = + f,^e-^^fr:^'d"dx, 



et on parviendra finalement a Texpression 

l{p) = e"'f0^e''dx. 

Concevons, pour mieux mettre en lumiére les resultats auxquels nous 
sommes déja arrivés, un exemple special et assez simple. Dans ce but, 
ne considérons qu'un seul des termes dont la somme est désignée par le 
symbole (P^, et supprimons en le coefficient qu'on mettrait inutilement en 
évidence. Donc, en supposant: 



0^ = e'^' + e-'^% 



nous aurons tout de suite: 



^iXx ^ — ilx 



Il 8'ensuit, n étant le dernier des nombres w^ , n^ , . . . , ainsi que H le 
dernier des H^j^H^y . . . : 
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^ikx-k^iH ^-^ikx—iH ^iXM—iQ ■ ^-ilx^-iU 

\f + iX u — iÅ 1/ + iX V — iÅ 



I iX 

2 ^ 2 ^ } ^ 

^ ~ '. V* + /IV 

\^(QiXx—iB I g— <Axf <H\ f^ikx-iU ; g— <Ax+<//\ 

+ v' + >l« 

Inuti le de continuer plus loin le calcul; car on voit immédiatement 
que la fonction I[n) se compose d'un norabre fini de termes, chacun 
ayant pour dénominateur le produit de w + i facteurs de la forme 

m étant un entier n'excédant pas n. Et que la puissance f divisée par 
un tel produit sera toujours tres petite, cela se comprend parce qu*on 
peut choisir les /- aussi petits qu'on voudra, mais encore parce que la 
quantité y^ contient, selon Thypothése, une fonction horistique de tous les 
coefficients figurant dans la fonction E, et par conséquent, aussi dans le 
reste R. 

On conclut de ces considérations que la fonction iJ se développe, 
suivant les multiples des divers Hy dans une serie uniformément con- 
vergente. 

Les resultats que nous venons d'obtenir nous pennettent d'accomplir 
la resolution de la question entaniée dané le n^ 2 du paragraphe actuel; 
car la seule difRculté y restant a été levée par notre méthode générale 
d'établir Tintégrale d'une équation linéaire du second ordre avec un 
coefficient de Tinconnue renfermant plusieurs termes périodiques. 

Ces resultats suffiront encore pour établir, d'une maniére absolue, 
le développeinent de Tintégrale de Téquation (53, § 2), aussi que de 
ccUes de plusieurs autres équations que nous avons rencontrées dans les 
pages précédentes. 

12. Avant de mettre un terme aux considérations générales que 
suggére Temploi des équations résultant de nos transformations dans les 
paragraphes 5 et 6, voici encore quelques reflexions utiles. 
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Uadrnission du princips sur lequel reposent les dites transforraationB, 
amenait inévitablement des termes dépendant de la troisiéme dérivée de 
Tintégrale cherchée; néanmoins, on put conserver la. forme des équations 
diflférentielles du second ordre par la raison que ces dérivées étaient 
multipliées par de tres petlts coefficients du premier ordre, ce qui per- 
mettait d'en remplacer la plus grande partie par une fonction connue. 
Cependant, cortime ön a déja remärqué dans le n*^ 4 du paragraphe 5, 
la poursuite de telles éliminations ne conduit pas a un resultat jouissant 
d*une exactitude surpassant une limite déterminée, bien qu*on puisse de 
lu sorte s'approcher de L'expression rigoureuse de Tintégräle cherchée de 
maniére que Técart inévitable soit tout a fait insensible dans les calculs 
numériques. Mais on a aussi, d*un autre c6té, révélé le moyen de par- 
venir a une solution exacte. En efFet, la quantité Ä^, donnée par la 
formule (15) du paragraphe 5, étant extrémement petite, la fonction qui 
résulte de Vintégration de Téquation (16) du méme paragraphe, est aussi 
fort petite, vu que Q^ ne doit plus contenir de termes sensibles s'agran- 
dissant par Tintégration. On aura donc, au moyen d^approximations 
successives, Tintégrale de Téquation (16). 

Mais entrons un peu plus profondément dans le détail de la mé- 
thode que nous avons mise en usage pour débarrasser Tcquation trans- 
formée des termes dépendant de la troisiéme dérivée, et cherchons en 
la portée. 

Evidemment, cette méthode repose, au fond, sur le remplacement de 
Téquation du troisiéme ordre par un systéme de deux équations dont 
Tune est du second ordre et Tautre du premier. En eflfet, si nous ad- 
mettons la notation 



ce qui entraine: 



sr-+^.'=-'' 



d*z dL ' dY^ ^ dz 

dv* dv dv ^ dv^ 



nous aurons, en introduisant, dans Téquation (14) du paragraphe 5, cett€ 
valeur de la troisiéme dérivée, une équation du second ordre par rapport 
ä Zy mais qui renferme, outre z, la fonction inconnue i. D'autre part, 
nous aurons, pour déterminer la nouvelle inconnue, au lieu de Téquation 
(28)i une équation du type 
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(40) L^N+S,-/±, 

ce qui revient a avoir mis, dans réquation (14, § 5), Q + 8^ a la place 
de Q. En conséquence, nous aurions au lieu de Téquation (15, § 5), 
celle-ci : 

Nous allons voir qu'on pourra déterminer la fonetion L de maniére 
que le reste de la solution de Téquation (40), que nous admettons iden- 
tique avec S^^ soit une quantité tres petite ne renfermant que des ternies 
périodiques dont les périodes sont extrémement courtes, Donc, la fonetion 
S^ qui figure dans le second membre de Téquation (16), étant en elle- 
mérae tres petite, ne peut donner, par Tint^gration, naissance a des termes 
sensibles. 

Pour montrer la propriété de S^ que nous venons de signaler, ad- 
mettons le développement fini 

et déterminons les fonctions Z7^ , ?7j , . . . , Z7„ , R au moyen des équations 
de condition 

U, = Ä, 

dv 



{'+m=- ""• 



(■+4:)^.=-^' 



(■+4r)^.= 



dv 



Evidemment, si Ton a désigné par n un nombre tres grand, de sorte 
que le produit »^ peut étre considéré comme une quantité de Tordre 
zéro, bien que sa valeur soit inférieure ä Tunité, les fonctions V^ tendent 
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a 8'agrandir considérablement: d'abord, parce que le dénominateur i+w-y^ 

peut acquérir des valeurs voisines de zéro, et encore, parce que les 
operations successives font naitre des termes trigonoinétriques dans les 
fonctions dont il s'agit, dépendant des multiples tres élevés de v, cé qui 
fera ressortir, en efifectuant les dififérentiations successives, de grands fac- 

teurs. En désignant par s la valeur maximum de la fonction -~ , on peut 

estimer la valeur maximum de U^ en raison de celle de U^ au moyen 
de Texpression 

donC) si n n'excéde pas considérablement la valeur de -;=, le produit 

ve 

signalé sera une quantité tres petitc. Mais le nombre n peut sortir 

beaucoup hors de cette limite sans que le produit ^''^'-j-^ cesse d'étre 

une quantité extrémement petite. 

Cela étant, divisonk le produit dont nous avons parlé tout a Theure, 
en deux parties F, et TFj, de sorte que la premiére renferme seulement 
des termes de méme nature que celle des termes de la fonction N^ et la 
seconde, des termes a périodes tres courtes. Or, on pourra appliquer le 
procédé précédent a Téquation 

et égaler le reste S^ a W^ + S^. De la sorte, on obtiendrait une valeur 
tres petite de iJ, mais aussi tres exacte, de fa9on que le nouveau reste 
Äj sera extrémement petit en comparaison avec le reste S^. 

Ainsi, on peut continuer les approximations aussi loin qu'on voudra, 
et de cette maniére obtenir les fonctions cherchées avec une exactitude 
illimitée. 
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CHAPITRE III. 



Applications aux inégalités des planétes. 



Les matiéres que je viens de traiter dans les chapitres précédents 
étant accrues considérableinent malgré inoi, il me faut limiter le plus 
possible Texposé des appHcations qu'on en pourrait faire aux théories des 
planétes. Je in'arréterai done a seulement mettre au jour les principaux 
traits des grandes perturbations dépendant des arguments astronomiques, 
ainsi qu*a essayer de répandre quelques lumiéres sur les inégalités dites 
librations. Mais je vais ajouter encore quelques remarques relativement 
aux restes des solutions supposées mises en nombres, prouvant qu'on 
pourra, en eflfet, rendre ces restes aussi insignifiants quon voudra, bien 
qu'une partie d'eux contiennent une infinité de discontinuités. 



g 8. Inégalités dépendant d^arguments astronomiqties. 

I. La détermination des inégalités du rayon vecteur ainsi que celles 
de la latitude s'opérent en intégrant un systéme d'équations diflférentielles 
du type que nous avons envisagé dans les équations (47) et (48) du pa- 
ragraphe 5. Ces équations étant du second ord re et du troisiéme degré, 
on peut les remplacer par des équations linéaires toutes les fois que les 
membres de droite ne contiennent pas de ternies critiques. Mais comrae 
il y a toujours une infinité de tels termes, bien que leurs coeffieients 
soient généralement extrémement petits, il convient de conserver des Tabord 
la forme plus rigoureuse des équations dont il s'agit. 

Considérons en premier lieu le systéme (47), dont les diverses équa- 
tions son t plus simples que celles du systéme (48), et admettons le dé- 
veloppement 

{ii) = — Irn COS ((I — 0,)2l — JBJ. 
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Quant aux coefficients ;*„, dont la convergence est celle d*une progression 
géométrique, nous en supposons les plus grands du premier ordre et du 
premier degré; nous admettons de plus que le coefficient d'un terme cri- 
tique soit tout au moins du troisiéme degré. 

Maintenant, apres avoir remplacé dans les équations (47), H par 

-Hj TIq par - H^, etc, ce qui rend plus simples les operations a exécuter 

sans déranger Tidentité de la somme des équations dont il sagit avec 
Téquation (39), nous allons établir Tintégrale de la premiére d'elles. Le 
resultat sécrit immédiateinent ainsi: 



(O 



V^ = )fcos((i — c)w — r) 



+r 



Tn 



4 



cos((i —p„)u — B„), 



X et r étant les deux constantes arbitraires et c, une quantité qui 8'obtient 
au raoyen de Téquation 

Avec Texprcssion trouvée, ou la fonction horistique H figure encore 
comme une quantité indéterminée, il sera facile de former le développe- 
ment de 



i^y+c-A'"- 



ainsi que eelui de 



^ 



(•-/5)^2 + (^)-^^o 



Ä 



(• 



^)^o + (^^' 



Dans ces formules, ainsi que dans plusieurs formules précédentes 
de méme nature, on a supposé p du premier ordre par rapport aux 
forces troublantes, mais cela n était pas inévitable. Au contrairc, on pouvait 
égaler, sans inconvenient essentiel, cette quantité ä zéro, ce qui rendrait 
un peu plus simples les seconds membres des équations (47) a partir.de 
la deuxiéme. 

Maintenant, si nous déterminons H^ de maniére ä débarasser la deuxiéme 
des équations (47) du terme dépendant de Targument (i — c)w — T, 
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nous aurons, en oinettant la partie s*évanouissant avec les facteurs du 
premier ordre, 

(2) ^«=*'+£ 



équation dans laquelle nous avons employé la notation 

De Téquation que nous venons d'établir, on peut tirer une valeur 
préalable de H, en identifiant cette quantité avec H^ ; mais il peut arriver 
qu'on s'arréte ainsi a un resultat intermédiaire bien différcnt du resultat 
cherché, a savoir de la fonction horistique totale. Or, on arrive a un 
resultat plus satisfaisant en opérant de la maniére suivante. 

Considérons la deuxiéme des équations (47), et portons dans les termes 
de son second raembre, tennas que nous avons d'ailleurs mis en évidence 
un peu plus haut, Texpression obtenue de F^, ainsi que celle de ^ que 
nous supposons connue: de la sorte nous parviendrons a Téquation que 
voici: 




"— co8((i — r„.)tt — C„.) 



4 




co8({i — r„«")M — C',,,,.) 



(*-+iÄH)(*.+^Äff) 




Pnnn" Tn Tn' Tn 



(»^+ ^^.h) (^„-+ l^ff) (*n"+ |/?,h) 



cos((i — <r^,v')w— -B„,v). 



Dans cette équation, on a employé plusieurs notations nouvelles: 
on a d'abord dcsigné par g^ des quantités de méme nature que les j-^^ 
par r„, des quantités analogues aux ö*, par (7„, des angles constants, et 
on a en particulier admis le développement 

^^X = ^ffn cos((i — rjw — c;). 
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On a ensuite désigné: par Ä„ et Z^, certains coefficients, comine les y^ et 
les g^^ tout au moins du premier ordre et du premier degré; par r^^-, des 
gommes des coefllcients c, ö-» et r„ chacun multiplié par un nombre entier, 
positif ou négatif; par C,^, de semblables combinaisons des angles T, B^ 
et G^\ par r^„v, des combinaisons analogues de o^^o^ et r„ , ainsi que 
par C^^^y des combinaisons de B^ , B^ et CV ; par ^„„^. et !?„„„, de pareilles 
sommes des produits de trois a^ ou de trois B^ avec certains nombres 
entiers. Finalement, les 'p^^^' signifient certains coefficients contenant un 
facteur purement numérique multiplié par ^3. 

Maintenant, si nous admettons encore les notations 

ö>««' = (i — ^h»)'— i +Ä, 

rintégrale de Téquation précédente sera donnée au moyen da la formule 
suivantC; oii l'on a supprimé tout terme dépendant de constantes arbi- 
traires nouvelles: 

(3) ^, =2 — ^-cos((i - r,)u - c;) 

4 
+ ££/ , 'Y/' . rC08((i -r.,)«-C.,) 

+ L L L 7 \ — w — \ — w — i — w — \ — X ^"'^(^ ' - '''•"■-■) " - ''^'■••■- )• 

(*...„■ + ^Äf') (*.+ ^Aä) (*.. ■+ ^AHJ ('V+ ^/?,tf j 

Ayant obtenu ce resultat, il faut Tintroduire dans la troisiéine des 
équations (47). A cette occasion, on déterminera la partie H^ de la 
fonction horistique totale, en satisfaisant ä la condition que iiul terme dé- 



Å 
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pendant de rargument (i — ^)u — /' n'apparaisse dans le second inembre 
de réquation mentionnée. Par cette condition, on sera conduit a une 
expression de la fonne 



(4) Ä.=£ 



An 



[...„+ ^/9,//]' 



+ 




A„n 



+ 




[(«»«•+ |ä//)('5'»+|ä«)]' 






[(..... + ^m) (».+ jA") (». + ;Aff)] 



+m 



nnn 



[(*«„V + ^M) {»n+ lt%n) (*«'+ ^/?3^) (*«"+ |Aff)]'' 



les coefficients A étant tout connus et respectivemeiit du deuxiéme, du 
quatriéme, du sixiéme et du huitiéme ord re. 

En réunissant les équations (2) et (4), et en identifiant H^ + H^ 
avec Hy on aura une nouvelle équation d'ou Ton pourra toujours tirer 
une valeur reelle et positive de H, Certes, cette équation sera tres com- 
pliquée, mais il faut toutefois se rappeler que, si Ton sarréte aux terraes 
d'un degré pas tres élevé, le nombre des tinnes critiques sera tres petit, 
de sorte qu'on pourra tout d'abord rejeter la plupart des termes apparais- 
sant dans la somme des deux équations mentionnées. On aura néanmoins 
une valeur de 11 ayant le caractére d'une véritable approximation. Ce 
sont seulement les termes du deuxiéme degré et ceux dont les diviseurs 
sont presque cvanouissants qu'il faut retenir en opérant cette premiére 
approximation. 

On pourruit encorc sMmaginer quMl serait quelquefois nécessaire de 
considérer simultaiicment avec les termes de H^ et de H^ quelques termes 
provenant des fonctions F^ , F.^ , . . . . Certes, cela peut arriver, et il 
faudrait opérer, le cas cchcant, en continuant les procédés que nous venons 
d*expliquer, mais un tel cas est si rare et si peu probable que nous ne 
nous en soucions ])as. 
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Quant a la convergeiice des développements des diverses fonctions 
F, on 8'en convainc par la circonstance que // est une fonction horistique 
de tous les coefficients se trouvant dans la somme F^ + F, + • • • • ^^ 
s*en8uit encore que cette somme elle-méme constitue une serie convergente, 
parce quVutrement une valeur assez grande de H sortirait d'un nombré 
fini de fonctions F, ce qui a son tour rendrait ces fonctions tres petites 
et méme insensibles/ 

Encore une remarque. En se rappelant qu'un coefFicient isolé x^ 
donné au raoyen de Téquation 

4 

change de signo sans passer par zéro, ni par Tinfini, lorsque cette équa- 
tion admet des racines égales, et en considérant qu'il y a un nombre 
infini de valeurs negatives des i9„ qui s*accordent a peu prés avec la 
condition de racines égales, et qui rempliraient cette condition exacte- 
ment, si la constante arbitraire x subissait un changement méme extré- 
mement petit, on en conclut que les divers x^ ne sont pas des fonctions 
uniformes de la constante d' integration. Ce resultat s^énonce aussi en disant 
qu^une infinité de x^ ne peuvent pas étre développés suivant les puissances 
de AXf qmlque petit que soit cet accroissement de x. 

Oela est en harmonie avec le théoréme que la science doit au génie 
de M. PoiNCAuÉ, et que Téminent géométre a exprimé par les möts: 
le probléme des trois corps n^ admet pas d'autre intégrale uniforme que cdles 
des forces vives et des aires.^ 

Néanmoins si les constantes arbitraires sont fixées, et qu'elles aient 
des valeurs convenables, on peut toujours, abstraction faite d'un cas extré- 
mement rare appelé cas asymptotique, obtenir une solution numérique 
donnant les coordonnées d'une planéte au moyen des series trigonomé- 
triques uniformément convergentes. 

Mais une telle solution, representant assurément une fonction uni- 
forme quand les constantes y entrant ont des valeurs fixées, est soumise 

* Voir, pour plus de détail, le dernier passage du n° 8, § 5. 

' M. Bruns, dans uoe notc prdseotée k la Société de Leipzig et réimprimée dans 
oe jourDal, a montré que le probléme dont il sagit u^admet pas dintégrale algébrique ou 
abelienne outre les intégrales connues. 
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a une altération finie, bien que celle-ci puisse étrc insignifiante, si certaines 
arbitraires changent d'une quaiitité si petite qu'on voudra. Or, ayant 
déterminé numériqueraent, et jusqu'ä un certain degré d'approximation, 
les constantes arbitraires et les premiers termes des développements men- 
tionnés, ces termes n'ofiFriront généralement aucune discontinuité, lorsque 
Tarbitraire entrant dans le dénominateur varie d'une quantité tres petite; et 
bien qu'on ne puisse dire la méme chose des termes restants, on est néan- 
moins sAr que leur somme n excédera jamais une limite déterrainée, dont 
la valeur est proportionnelle a la somme des racines cubiques des termes 
critiques qu'on a négligés dans la fonction perturbatrice. En d^autres 
möts: Tétendu du changement brusque que peut subir, apres Tintégration, 
un certain terme critique de la fonction perturbatrice, est une quantité 
comparable a la racine cubique de ce terme, multiplié, il est vrai, par 
un facteur de Tordre — i par rapport aux masses troublantes, mais qui 
est commun a tous les termes. Donc, en considérant que la convergence 
des termes critiques dans la fonction perturbatrice est comparable ä celle 
d'une progression géométrique, il sera facile de conclure qu'on pourra 
pousser le degré d'approximation si loin qu'on voudra, de sorte que le 
reste deviendra moindre qu'une quantité donnée. 

Ce que nous venons de dire relativement aux coefficients x^ s'applique 
aussi a la fonction horistique H considérée commc fonction de la constante 
arbitraire x. Kexamen de cette fonction, qui admet ime infinité de dis- 
continuités, bien qu'elle ne devienne jamais infinie, dolt étre d'un certain 
intérét pour Tanalyse algebrique. 

2. Quant a Tapplication des équations (48) du paragraphe 5, on 
fera tout d'abord la remarque que chacune d'ellcs s'intégre, le second 
membre étant supposé tout connu, d'aprés les méthodes que j'ai développées 
avec assez de détail pour le cas d'un seul terme tout connu. Il n'y a, 
en eflfet, que tres peu a ajouter aux matiéres du chapitre I pour étendre 
les regles du calcul y exposées aux cas de plusieurs termes connus. 
Envisageons d'abord l'application de la méthode que nous venons d'ex- 
poser dans le n° 4 du paragraphe i. 

A cet égard, rcprenons une équation quelconque du systéme (48) du 

paragraphe 5, et rempla9ons y: F„ par /?; w, par v\ (1 — [i)Vl + \-j^) 7 
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par ly'; ^3 par -^3. Ensuite, figurons-nous que la partie -^g(5 — H„), qui 

ne dépend pas des coefficients entrant dans la fonction F^, soit réunie 
avec ^j. Nous aurons de la sorte: 

Maintenanty si Ton opére les transfonnations indiquées dans le n*' 4 
du paragraphe i, on retrouvera les équations (24), (25), (26) et (27) du 
dit paragraphe, a la seule exception que le second membre de 1 equation 
(24) sera dans le cas actuel: 

Eerivons Tintégrale de Téquation envisagée de la maniére sui vante: 

k et G étant les deux arbitraires; ö, une correction que nous allons dé- 

terminer prochatnement, et ji, la quantité ^^ + Ä^' 

Puisque H est une fonction horistique de tous les coefficients qui 
entrent dans Texpression que nous venons d'établir, ce développement 
est uniforraément convergent, du raoins si Ton ne tient pas compte de 
la correction 0. Pour déterminer cette correction, différentions Texpres- 
sion précédente de -B, et introduisons le resultat, ainsi que la valeur de 
Ef dans Téquation (24) du § i. Nous avons de la sorte un resultat qui 

renfermera une partie dépendant du facteur -t- , une autre partie dé- 

-T— j et une troisiéme partie multipliée par j-y. 

En considérant que ces derniers facteurs sont des quantités du deuxiéme 
ordre, nous aurons, si nous ne retenons que les termes du premier ordre, 
et que nous nous rappelions la valeur approchée 

df- 3«/ » JJ^ 

Aeta mnthematiea. 17. Impriiné le 16 Juillet 1S02. 20 
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Téquation suivante, servant ä déterminer la correction 0: 

Apres avoir porté, dans Téquation trouvee, la valeur approchée 

on obtiendra par integration une expression de dy nécessairement con- 
vergente, parce que H est horistique aussi par rapport aux coefficients 
dans Texpression de 0, et dont la valeur numérique est aussi générale- 
ment tres petite par rapport a celles des plus grands coefficients mis 
en évidencc dans l'expression de E. Mais il peut aussi arriver, dans le 
cas de termes critiques, que la fonction soit du méine ordre que les 
premiers termes figurant dans E. En tel cas, on peut opérer de la raa- 
niére suivante. 

On commence par établir Texpression approchée 



00 



E^k co8((i — c)w — G) +S (^_^^),?l(^_ ^cos((i — tT,)u — b:}, 

d'ou Ton tire par diflférentiation 

dE 



du 



= — (i -^ c)A:8in((i — c)w — G) 



En multipliant par cette équation, membre par membre, l'équation. 

^ + (i — yS)E = — ir. cos((i — <T> — J?.), 

* • 

et en ne retenant que les termes devenant agrandis par rintégration, oÄ 

obtiendra 

dE 



S+C-Ä-E 



du 



n=av> ««»oo 



= — r r ^„. sin ((^. — fT,.)u + (i — a,) r + B. — B,), 



»1 = n ^0 

oii Ton doit identifier tr^ avec c. 
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Cela étant^ diflférentions Téquation (27) du § i deux fois, ce qui 
nous dönne: 

dr)* 

d oii lon tire, apres avoir remplacé ~ par sa valeur approximative, a 
savoir: 






réquation 



^ IäSLJ... sin [(ff. - a,)u + B. — B. + (I — a,)¥]. 

Si, dans cette équation, on met ä part les tcrnies dont les indices 
sont égaux, et que Ton supprime le facteur (i — er^), qui en eflFet est 
fort prés de l'unité, on tombera dans une équation du type 

^=-a'sinr— ZA8in(2;,w+ 2B„ + n 

011 a' est une quantité positive ou negative du deuxiéme ordre, 2^,, 
une diflférence tr^ — er^» et 2^^, une diflFérence B^ — B^. 

• On cherchera la solution de cette équation, en utilisant une des 
méthodes que j'ai exposées^ soit dans le § 3 du present mcmoirey soit 
dans le méinoire Untersuchungen uber die Convergenz etc.», 

Ayant ainsi obtenu une expression approximative de ¥'', on formera 
celles des fonctions cos ¥*' et sin <f', apres quoi il sera facile d'établir une 
nouvelle équation du type de Téquation (24) § i. Ensuite, on déduira 

une nouvelle valeur de -1— , laquelle servira a renouveler les procédés 

CLU 

que nous venons d'expliquer précéderament, et notamment a refaire le 
calcul du coefficient a' ainsi que celui des coefficients A^. 

De la maniére dont nous venons d'esquisser les traits principaux du 
calculy on parviendra a une solution aussi approchée de Téquation (5). 

3. Quant a Tapplication de la méthode du § 2, il suffit de ré- 
veiller Tattention du lecteur sur Téquation (14) du dit paragraphe, la- 
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quelle renfermc, dans son sccond membrc, le terme ^/9'A^'. * Elle 

se transforme donc, au moyen d'une substitution convenable, en une 
autre du type de Téquation (15), si Ton y augmente le coefificient de y 
par la quantité — bHy b étant un coefficient du méme ordre que /9', et 
jET, une fonction horistique des coefficients dans le développement de la 
fonction ^z. L'cquation qu'on obtient ainsi sMntégre en eraployant la 
méthode du n° 5 du paragraphe précédent 

Mais il nous reste a signaler une diffieulté qui concerne le dé- 
veloppement de la fonction W. 

On a, dans le § 2, établi les formules 

cependant, si Téquation (1) renfermait, dans son membre de droite, plu- 
sieurs tennes tout connus, les expressions de ilf et de jV' seraient évidem- 
ment plus coinpliquées. Or, il peut arriver que Tintégrale 



/K+^^1^« 



que renferme Téquation (12), ne soit pas exprimée au moyen d'un dé- 
veloppement convergent, bien que les fonctions M Qi N soiént données 
par de telles series. Dans ce oas, la méthode envisagée n'est plus applicable, 
bien qu'elle puisse rendre de grands services toutes les fois que Tintégrale 
mise en évidence 8'exprime au moyen d'un développement convergent. 

Je n'insiste pas davantage sur les nombrcuses applications quon 
pourra faire des théories précédentes au calcul des perturbations du rayon 
vecteur et de la troisiéme coordonhée. 

4. La détermination des grandes inégalités de la longitude exige 
qu'on intégre Téquation (i) du § 6. Gette équation étant assez compliquée, 
on Ta transformée de diverses manicres afin de parvenir a d'au(res équa- 
tions plus simples, notamment aux équations (17) et (29). Je vais main- 



27 

* Par une crreur dimpressioo, le signe = avant le terme ^ P\ — ^ -¥ ^a) £^z* 

1 2o 

a manqud. 
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tcnant montrer rapplication de ces deux équations au^calcul des grandes 
inégalités et aux inégalités élémentaires. 

Supposons qu'on ait, dans le second membre de Téquation (17), 
remplacé la variable t;, qui y figure encore dans les arguments, par la 
nouvelle variable u, et négligeons de plus les petits termes de courte 
période, qui efifectivement sont sans aucune importance. Alors nous 
auronsy en mettant v' au lieu de /9j 

(6) . ^^^^^y = — 2:^, sin.(e7„w + 6J, . 
dont rintégrale 8'écrit immédiatement ainsi: 

Pourvu que les a^ förment une serie convergeant comme une progres- 
sion géométrique, ce que nous avons supposé des le debut, la serie trigono- 
raétrique figurant dans Texpression de y est visiblement uniformément con- 
vergente quelles que soient les valeurs de er». Quant aux deux arbitraires 
Cj et c,, il faut évidemment les égaler ä zéro, vu qu'autrement des ex- 
ponenticlles paraitraient dans Texpression de la longitude. Or, il est dans 
la nature des choses que cela soit ainsi; parce que: égaler a zéro les con- 
stantes c^ et c^, c'est faire prendre au mouvement moyen sa vraie valeur. 
Au contraire, si Ton avait calculé les coordonnées d'une planéte en cm- 
ployant une valeur du mouvement moyen pas tout a fait exaete, on 
aurait nécessairement établi eertains développements suivant les puissances 
du temps, développements qui cesseraient d^étre convergents lorsque le 
temps eAt acquis des valeurs dépassant une certaine limite. 

Considéron» maintenant, au lieu de Téquation (6), celleci: 

(7) ^ — j; V = — ^ sill {2Xu + 26 + sy)y 

011 Targument du seul terme de droite renferme la fonction cherchée 
multipliée par un nombre $ que nous supposons assez grand. L'équation 
considérée convient d'ailleurs ä la recherche d'une inégalité de tres longue 
période provenant d'un terme tres éloigné dans le développement de la 
fonction pcrturbatrice. Il y a donc lieu de supposer ^ et A tres petits, 
ainsi que le [»roduit sÅ. 
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, En désignant^ par ip un facteur que nous allons choisir convenable* 
ment, nous mettons Téquation précédente sous la forme 

puis^ nous déterminons un module elliptique en établissant Téquation 



(?)'''=^ 



+ ^) 



Maintenant, si nous négligeons la somme des deux derniers termes 
du second membre, nous aurons facilement: 



(8) 



y = 



am — {ku, + V) — hi — h 



2 



^^ -in 2{hi + 6) + — ^L,gin 4(Att + 6) + . • . 



I + 3 



äSin 



^(i + 2 ) 



et: 



^ sin (2Aw + 26 + ^) == ^ / \ 1.3 «; 



2iC 



I + ip 



l-^j &' sin 2am^^(AM + ft) 



_p>l' 



% 



^% •. ^/^.. I 7A I 32g' 



^ +3 



^ sin 2(Aa + 6) + ^ 4 sin 4(A«^ + ft) 

1 + 



Ensuite, si l'on falt: 



IV» 



les termes dépendant de sin 2(Aw + V) disparaitront de Téquation (7^), 
de sorte que la somme des deux derniers termes de son second membre 
sera toujours tres petite autant que le module A' n'est pas tres prés 
de Tunité. Donc, en calculant le module moyennant la formule 



(?)*■ 



4A' + v' 



Texpression de y que nous venons de signaler, donnera avec un tres haut 
degré d'approximation, la solution de Téquation (7'). Il serait facile d'en 
obtenir la correction si approchée qu'on voudrait. 

En considérant, dans le développement de la fonction perturbatrice, 
des termes assez éloignés pour que le produit sA soit moindre que p', 
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on voit immédiatement que des inégalités sensibles ne peuvent pas se 
produire en dehors d'une certaine limite, niéme si X acquiert une valeur 
évanouissante. Il est encore visible que, si Ton calcule une suite de 
modules avec divers A convergeant comme une progression géométrique, 
la serie des modules convergera de la méme maniére. Done, en supposant, 
dans le second membre de Téquation (7), une suite de ternies au lieu 
d'un seul, dont les coefficients convergent comme une progression géomé- 
trique, on pourra renouveler les operations que nous avons exposées dans 
le n° 3 du § 6, et on aura de la sorte une expression de Tintégrale 
cherchée, d*abord plus convergente que les dififérentes parties de Tex- 
pression (11) du méme paragraphe. Il serait facile de rapprocher ces 
deux resultats, Tun de Tautre; je n'insisterai cependant pas sur ce point. 

5. S'il s'agit de calculer un terme élémentaire, et surtout une 
grande inégalité provenant d'un terme de la fonction perturbatrice mul- 
tipliée par un coefificient tres grand par rapport a v^ la méthode simple 
que nous venons d'expliquer précédemment ne paralt pas assez efficace, 
principalement parce que les équations (6) et (7) ne renferment pas de 
terme dépendant de y*. On aura, dans ces cas, un meilleur point de 
départ pour le calcul, dans Téquation (29) du § 6. Mais cette équation, 
étant dans sa forme primitive trop compliquée, on liii donnera la forme 
de Téquation (i) du § 7, ou une forme analogue. 

Pour cet eflfet, mettons: 

g e-BpqCOBix 

et nous aurons une nouvelle équation, dans laquelle a disparu le terme 

dépendant de j-. Puis, en opérant comme dans le n° 6 du § 5, on 

pourra déterminer la fonction ^ de . maniére que l'équation résultante 
prenne la forme 

(9) S + «^-/^^' = ^' 

a et ^ étant des constantea, dont ^ est toujours positive, mais a générale- 
ment negative. La fonction R renferme, il est vrai, des termes dépendant 
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dz , . 

de z et -z-, ainsi que de ^, mais ces termes, étant sans importance essen- 

tielle, on pourra les négliger dans la premiére approximation, ou plutöt, 
n'en considérer que la plus grande partie, en modifiant un peu les va- 
leurs de a et de ^. 

Cela admis, nous allons chercher la solution de Téquation 

(lo) y-j + a^ — jiz^ = — a sin {au + i)i 

ce qui revient a déterminer le terme élémentaire qui provient du terme 
mis en évidence dans le second membre. 

En opérant comme dans le n° 9 du § 4j nous écrivons Téquation 
préeédente ainsi: 

d*z 

■J—i + (a + Ä)^ — ^^^ = — « sin {(TU + ^) + ^^9 

puis, en désignant par g j k et x trois quantités constantes, dont une est 
arbitraire, nous détenninons les autres en vertu des équations 

Nous aurons de la sorte: 

(' ') ^^ + (^ + *')?" ^*'? ^p^~^ ^'''^'^ + *) + M- 

En admettant la constante h détenninée de maniére que le second 
membre soit aussi petit que possible, on aborde Tintégration de Téqua- 
tion préeédente en mettant ee membre exactement egal a zéro; on obtient 



amsi: 



z = xs>n(-u + 6], mod = ky 



Tarbitraire qui entré dans Targument étant égalée a b. 

L'autre arbitraire, introduite par Tintégration de Téquation du second 
ordre, doit étre choisie de maniére que la période de la fonction elliptique 
coincide avec celle de sin(ö-?/ + 6); donc, il faut mettre: 



g TT 
x2K 
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Pais, en égalant la constante hk - , ce qui annule, dans le second membre 
de Téquation (i), le terme dépendant de 8\n{au + ft), on aura: 

et en soustrayant de cette relation celle ci: 

on retiendra: 

équation qui se met imraédiateraent sous la forme 



i^'*+[(f)>-«>=» 



En vertu de cette équation, il sera facile de conclure la valeur de Xy 
ä savoir celle du coefficient du terme élémentaire, raais seulement sous 
la condition que le inodule k soit connu. Or, la valeur du module n'étant 

pas connue des Tabord^ on pourra le plus souvent commencer le calcul 

2K 
par mettre — egal å Tunité, ce qui conduira a une valeur approchée de 

X. Avec cette valeur de Xy on déduira celle de k au moyen de l'équation 

et, ayant ainsi une valeur approchée de ( — ) > on renouvellera le calcul 

de X. 

Dans les cas ou k s'approche beaucoup de Tunité, on peut entaraer 
les approximations en utilisant l'équation 



H' + p) 



x^ — ax = a. 



On voit, par Tanalyse précédente, combien peut étre dififérente, la 
vraie valeur du coefficient d'un terme élémentaire de celle qu'on ob- 
tiendrait en employant la formule brute ^ 



a 

' = ?• 



Ada mathmatiea. 17. Iraprlme le 18 Julllet 1892. 21 
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§ 9. De la libratian. 

I. L*inégalité dans les mouvements de translation que Laplace 
nomme libration, se manifesta pour la premiére fois dans le systerae 
des satellites de Jupiter. 

Les observations ayant prouvé que le mouvement moyen du pre- 
mier satellite, moins trois fois celui du second, plus deux fois celui 
du troisiéme est toujours egal a zéro, Tauteur de la mécanique céleste 
en découvrit la vraie cause et établit ainsi la théorie de la libration. — 
Depuis lors, un long intervalle s'était accompli avant que le second cas 
d'une telle inégalité fut signalé, cette fois, par M. M. Hall, Marth et New- 
COMB dans le systéme des satellites de Saturne. Mais ce cas étant plus 
compliqué que celui de Laplace, il parait que la théorie en est encore 
susceptible de quelque perfectionnement. Il en est de mérae, mais a 
un plus haut degré encore, de quelques autres tentatives, peut-étre plus 
intrépides que décisives, parce que les librations auxquelles visent ces 
essais, se trouvent mélées avec plusieurs autres inégalités, ce qui rend ex- 
trémement diflficile leur étude. 

La théorie des librations est généralement tres compliquée. On ne 
saurait la traiter avec succés — sauf dans des cas exceptionnellement 
simples — sans avoir recours aux fonctions elliptiques. Cela s'entend de 
Tanalyse communiquée dans la section II de mon mémoire de 1887; c* 
presque en méme temps, M. Tissbrand montra, d'une maniére tres claire, 
ce méme fait dans une note insérée dans lesComptes rendus deTaca- 
démie de Paris. Dans mon mémoire cependant, j'ai tenté de donner 
quelques renseignements sur la convergence des inégalités ordinaires, 
lorsque les mouvements moyens remplissent la condition de la libration; 
et on y peut voir qu'une grande valeur du coefficient de cette inégalité, 
rend douteuse la convergence de certaines autres inégalités. Donc, si Von 
a obtenu, en vertu des observations, une valeur considérable du coefficient 
dont il s'agit — car ce coefficient est en efifet une constante d'intégration 
— il y aurait lieu a quelques doutes de la réalité du resultat 

Que Laplace, alors que la théorie des fonctions elliptiques était k 
peine créée, ait néanmoins réussi a obtenir un resultat, q'on peut con- 
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sidérer comme a peu prés exact, cela doit étre attribué d'abord ä la presque 
insensibilité du coefficient de la libration/mais aussi ä la circonstance que la 
période de cette inégalité, dans le cas envisage^ est indépendante des excen- 
tricités et des inclinaisons. Dans le cas opposé, ä savoir si la période de 
la libration dépendait des excentricités ou des inclinaisons ou de ces deux 
elements ensemble, les termes horistiques Temporteraient considérablenient 
sur la dite période, et ils pourraient méme la rendre imaginaire finale- 
ment. On peut, en eflfet, énoncer la régle générale que: plus élevé est le 
degré å*un terme critique, moins il est prohdble qu'il en sortira un temie de 
libration. 

Dans aucune des recherches de 1887, ni dans celles de M. Tisserand, 
ni dans les miennes, on n'avait pu tenir compte des termes horistiques, 
alors encore inconnus. Cest sur le r61e que jouent ces termes dans la 
théorie des librations que je vais donner quelques remarques assez rapides. 

2. Considérons en premier lieu le cas simple ou le coefficient de 
la libration est tres petit, de sorte qu'on en peut négliger les puissances 
surpassant la premiére. 

Si dans Téquation (7) du paragraphe précédent, on met X et b égaux 
ä zéro, et qu'on remplace u par t;, il en résulte: 

(,) ^,-p'y = -Ä^msij. 

Voila Téquation dififérentielle, d'oii Ton déduit, par integration, Texpression 
de 1'inégalité cherchée. Apres avoir développé le second membre suivant 
les puissances de sy et négligé les termes dont le degré surpasse le pre- 
mier, on aura immédiatement Texpression analytique de Tinégalité de- 

mandée. La voici: 

y = ls\n{yj8A — u^.v — X), 

I et L étant les deux arbitraires dont nous supposons la premiére tres petite. 
Quand le produit sAy que nous supposons toujours positify Tem- 
porte sur le coefficient v^ aussi positif, la solution trouvée sera reelle et 
périodique; dans le cas opposé, c' est ä dire, si: 

P^ > SAy 

la solution sera doniiée au moyen des exponentielles inultipliées par des 
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coDstantes arbitraires. Evidemment, ces constantes doivent étre égales 

a zéro. 

En Bupposanty par impossible, le coefficient v^ rigoureusement egal ä 

zéro, des librations pourraient se produire, quelque petit que fiit le produit 

8Ä; par contre, ä Tétat réel des choses, il y a lä une limite, déterminée 

par la condition 

SÄ — i^' > o. 

Par ce resultat, on conclut qu'une relation linéaire de la forme 
^0^ + ^1^' + ^a^" + . . . = termes périodiques, 

v f v'y v", ... étant des arguments astronomiques, et 5^ 5, j , . . . des entiers 
quelconques, positifs ou négatifs, ne reste pas maintenue par les forces 
attractives, si la somme des entiers surpasse un certain nombre. 

En partant de Téquation (i), il sera facile d'obtenir un resultat plus 
approché que le précédent Pour y arriver, écrivons la dite équation, 
apres avoir désigné par h un facteur constant, de la maniére suivante: 

^, = —{Ä — h)smsy + u^y — hsinsy. 
Maintenant, si Ton fait: 



y' 



8 

la somme des deux derniers termes de droite de Téquation précédente 
sera tres petite, et on aura, en intégrant Téquation 

une valeur tres approchée de la fonction y. Pour en déduire la cor- 
rection, il faut recourir a Téquation (24) de Tarticle III de mon mémoire 
Untersuchungen uber die Convergenz etc. 

3. Dans les recherches sur les librations, il faut evidemment qu'on 
emploie des termes horistiques aussi bien déterminés que possible. Il 
est donc ä présumer que Temploi de Téquation (29) du § 6, ou bien 
de Téquation (9) du paragraphe précédent conduise plus rapidement au 
resultat que ne le fait, Téquation (i). C»r dans cette équation-lä, la partie 
des termes horistiques mise en évidence est, comme on le trouve immé- 
diatement; plus grande que dans Téquation derniérement citée. 



'«^*-4 
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Reprenons donc Téquation (9) du paragraphe précédent, et rempla- 
9ons-y, pour établir des Tabord le oas de la libration, la fonction B par 
le terme — A sin 5^. Puis, en développant ce terme suivant les puissances 
de sZf et en ne retenant que les deux premiers membres de ce développe- 
ment, nous aurons: 

(') lir* + (« + *^)^ -{^ + 'e^^^y = °' 

Adinettons encore les notations: 



z = 



-77==—-=; \dx' =:k/-(8 + U'A)du\ 



a + sA 

a = 



\/IFI 



6''" 



fl étant une constante ä notre disposition, et rappelons-nous que le coeffi- 
cient a peut prendre des valeurs negatives aussi bien que des valeurs 
positives. Notre équation sera alors: 

y «+„,_,«. = o. 

On en déduit tout de suite, en désignant par g^ une constante d'inté- 
gration que nous supposons moindre que Tunité, 

(3) /''©=^'-«^' + ^* 



= ^'-V + (ia-öf. 



Mottons encore 



la' — g^ = h\ 
4 '^ 



et nous aurons: 



(4) "'(S)'- G "-'-*■) G "+»-*') 
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ou bien: 



.•©■=G«-')(i»+')('-i 



I . ,\ / tr \ / 



t \ 



> I I * r 

-a — b I \ -tt + o 

2 / \ 2 



Doncy 81 Dous posons: 



-a — h 



ö' = Qa-6)c'; f =r; ia + ft = ;£^ 



-a + ^ 
2 



il resultera: 



(iT=('-^')(^-**^')' 



ce qui donne: 



fx 



y^ia+y/(i„ + j)Qa-j) 



la deuxiéme constante d^ntégration étant renfermée dans x. 

Si 6 était egal ä zéro, le module k prendrait la valeur i, et le cas 

devicndrait asymptotique. Si ensuite g devenait plus grand que -a, la 

transformation précédente conduirait a des expressions dépendant des ar- 
guments imaginaires: pour les éviter, écrivons Téquation (3) ainsi: 

(5) /*'(g)'=(i7 + n(? + 0(^-"<^ + 0. 

le coeflficient n étant egal a yja + 2j, de sorte quon a: 

2g — n' = — a. 

Maintenant, si Ton introduit, au lieu de <?, une nouvelle fonction ^, 
en mettant: 

^ = y^9 — ; — r— ^' 



-^£^d»z:i.- 
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on trouvera par uii calcul pas tres long: 



(p = amaj; Ä' = i — e*; /i' = 'g\2 + ^j ; 



2\/^- 



e = — ^ 



2yjg + ti 

Nous avons supposé: 

donc, le coefficient n est réel et moindre qiie 2y/^. Il s'en8uit que e^ et 

en conséquence aussi V sont des quantités reelles, positives et moindres 

que Tunité. Mais dans ce cas^ puisque la fonction d peut passer par 

Tiniiniy ce qui ne convient pas aux inégalités dont il s*agit, il faut mettre 

g egal ä zéro. Donc, la libration est impossible. 

En supposant: 

a = 2g, 

on aura: 

n ^ 2yjg, 

et en conséquence: 

e' = o; k^ = t; 

on est donc retombé dans le cas asymptotique. 

Supposons finalement a négatif, ce qui entralne la forme suivante 
de Téquation (4): 

En mettant: 

e = ^ tang^ = \J\—h tang^, 
il resultera l'équation que voici: 



'''(S')=(->+' 
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Donc, les quantités 

fi^ = ia + b; P = I 



I 
- a 

2 



-a + b 

2 



sont reelles, et le module ä, moindre que Tunité. En conséquence, la 
fonction ^ peut prendre toute valeur entré — cx) et + cx), en sorte 
que passera par Tinfini. Mais cela est contre la nature des inégalités 
considérées, d*ou Ton conclöt que la libration est impossible, ee qui revient 
ä dire qu'il faut égaler a zéro la constante g. 

Par Tanalyse précédente, deux choses ont été démontrées: i^ que 
la libration est impossible si le coefficient a est négatif; 2^ que la li- 
bration peut exister si le coefficient mentionné est positif, mais seulement 
a condition que: 

Or, pour les termes éloignés dans le développement de la fonction per- 
turbatrice, le coefficient a est négatif; on en conclut que des librations 
ne peuvent pas s*engendrer de ces termes. 
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Ober ternäre definite formen 



VON 

DAVID HILBERT 

in KÖNIOSBBRO 1. Pr. 



Eine ganze rationalo homogene Funktion f der drei VerRnder- 
lichen rr , y , z^ deren Ordnung n eine gerade Zahl ist und deron 

N --^ -{n •\- i)(w + 2) Coeftlcienten reelle Znhlen sind, möge eine ternHre 

definite Fonn genannt werden, wenn dieselbe fttr reelle Werte der 
Veranderlichen x ^y , z stets positiv aiiRfallt öder den Werth o annimnjt. 
Giebt es reelle Wertsysteme der Veränderlichen, fllr welche die definite 
Form f den Wert o annimmt, so ist, wie man leicht zeigt, die Diskrimi- 
nante der Form f nothwendig gleich o. 

Die eben aufgestellte Definition lasst unmittelbar erkennen, dass 
durch beliebig oft wiederholte Addition und Multiplication von definiten 
Formen stets Formen entst^hen, welche wiederum definit sind, d. h. die 
Gesammtheit aller definiten Formen biidet eincn Formenbereich von der 
Beschaflenheit, dass jede durch Addition und Multiplication ans Formen 
des Bereiches zusammengesetzte Form wiederum dem Bereiche angehört. 
Ferner ist jedes Quadrat einer beliebigen Form mit reellen Coefllcienten eine 
definite Form und wir erhalten daher durch Addition und Multiplication 
solcher Formenquadrate st^ts wiederum definite Formen. Ich habe jedoch 
in einer Abhandlung: » l)ber die Darstellunfj ihfiniter Formen ah Snmme 
von Formenquculrateny) ^ gezeigt, dass nicht jede definite Form auf diese 



* Mathcmatischc Anoalen. Bd. 32, S. 342. 
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Weise als Suinme von Formenquadraten dargestellt werdcjn känn, und 
zwar lautet der bezögliche dort von inir bewiesene Satz, wie folgt. 

Eine jede ternäre quadratische und hiquadratische definite Form lässt 
sich als Samme von drei Qnadraten reeller Formen darstellen. Unter den 
definiten Formen von der <>'*** öder von höherer Ordnung gtebt es jedoch stets 
solche, tvelche nicbt einer endlicJwn Samme von Quadraten reeller Formen 
gleich sind. 

Um dennoch zu einer allgemein gHltigen Darstell ungsform fftr die 
definiten Formen zii gelangen, beachten wir zunJlchst die Thatsache, dass 
allemal, wenn ein Faktor einer definiten Form definit ist, nothwendig 
auch der Qbrig bleibende Faktor eine definite Form sein muss; es wftrde 
daher der definite Gliarakter einer Form auch bereits dann erkennbar 
sein, wenn dieselbe sich als Bruch darstellen liesse, dessen Zjlhler und 
Nenner gleich Summen von Formenquadraten sind. Eine solche Darsfellung 
ist nun in der That stets möglich, wie im folgendem gezeigt werden wird. 
Der Beweis daför bietet erhebliche Schwierigk^iten dar; ich theilc der 
Ubersieht halbcr die Darlegung desselben in 9 Abschnitte und kennzeichne 
kurz am Anfange eines jeden Abschnittes das zu erstrebende Ziel, am 
Schlusse des Abschnittes die in demselben gefundenen Resultats. 



Um die Existenz von gqwissen definiten Formen, deren Besonderheit 
später ausftthrlich dårgelegt werden wird, nachzuweisen, bedienen wir uns 
des folgenden Hilfssatzes: 

Es sei eine ternäre Form F von der n^" Ordnung und mit reellen 
Coefficienten vorgelegt von der Beschaflfenheit, dass die Curve F = o å 
gewöhnliche Doppelpunktc P^ , . . . , P. mit getrennt liegenden Tangenten 
und ausserdera beliebige andere Doppelpunktc besitzt; es sei ferner F' 
eine Form von derselben Ordnung n uud mit reellen Coefficienten, welche 
in den Punkten Pj , . . . , Pj verschwindet, dagegen in sämmtlichen öbrigen 
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Doppelpunkten der Curve F = o einen von o verschiedenen Werth an- 
niinmt; endlich soll es möglich sein, N — (7 Punkte in der Ebene zu be- 
stinimen derart, dass durcli diese und durch die d Punkte i^, , . . . , P^ 
sich keine Curve w*®' Ordnung hindurch legen lässt: unter diesen Voraus- 
setzungen giebt es stéts eine Curve G = o von der nanilichen Ordnung 
w, dcren Coefificienten sich von den Coefllcienten der Form F nur uni 
beliebig kleine Grössen unterscheiden und welche in beliebiger Nähe der 
Punkte Pj , . . . , Pj je einen gewöhnlichen Doppelpunkt mit getrennten 
Tangenten besitzt, sonst aber keinen weiteren singulären Punkt aufweist. 
Der Einfachheit halber setzen wir iin Folgenden stets dle dritte 
Coordinate z der Einheit gleich; die Coordinaten der d Punkte Pj,...,P^ 
seien dann bezuglich 

y = b^, . .., y = h> 

Die gesuchte Form G nehmen wir an in der Gestalt 

G = fW t{F' + U), 

wo t eine Veränderliche und U wiederum eine Form n**' Ordnung bedeutet: 
wir wollen dann die N Coefllcienten u^ , . . . , Wj^ dieser Form U als Funk- 
tionen von t derart bestimmen, dass die Form G ftlr genilgend kleine 
Werthe von t die Bedingungen des obigen Hilfssatzes erfiUlt. Zu dem 
Zwecke föhren wir die folgenden Ausdröcke ein: 

^. = b. + t(B, + rj.), 
wo f, , 5y, uoch zu bestimmende Funktionen von t sind und wo 



^FrF_ / r_FY I ' 
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eiiizusetzen sind. Nuninehr betrachten wir die 3<? Gleichungen 

Dieselben nehrnen wegen 

dF 9F 

F{a. , b,) = o, — {a. , 6.) = o, -- {a, , b,) = o, 

F'{a,,b.) = o, 



0-1, .,«^) 



nach Weglassung des Faktors t auf der Unken Seite, die Gestalt an 

^ K , b,) + ^s~^{a, , />,) + ly,^-. («, , b,) + //r + . . . = o, 

wo Aj , /"j , . . . , A* , . . . , / 1' , . . . ganze rationale Ausdröcke in Wj , . . . , w^v; 

f, , rj, bedeuten. 

Es gilt nun bekanntlich der folgende Satz: ^ 
Wenn m Gleichungen von der Gestalt 



^ml^l "T • • • H" ^^mm^m "T ' -Vml V^l > • • • > ^mj "l ^ -VmaV^l > • • • ) ^mj "T • • • O 

gegeben sind, wo die linken Seiten Potenzreihen der m + i Veränder- 
lichen x^ , . . . , x„^y t bedeuten und die Detenninante der Coefficienten 



* Vergl. L. KöNiGSBERUER, Theoiie der Differentialgleichungen 7nit eincr unabfiängigen 
Variabeln. Leipzig 1 889. S. 43. 



t)ber ternäre definito Formen. 



173 



Gli , ^^3 , . . . , ((mm t*ineii von o verschiedenen Wert besitzt, so lassen sich 
för die Grössen o:?! , . . . , x,,^ eindeutig bestirninte, nach ganzen Potenzen 
von t fortechreitende Reihen finden, welche obige m Gleichungen identisch 
fnr alle Werte von t befriedigen. 

Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes gibt es in 
der Ebene N — <) Punkte P,j^, , . . . , Pj^ von der Beschaffenheit, dass durch 
die N Punkte F^ , . . . , Fy keine Curve w**"^ Ordnung sich legen lässt. 
Die Coordinaten solcher N — o Punkte bezeichnen wir bezuirlich mit: 






å 



Wir fogen dann den obigen 3f? Gleichungen noch die folgenden N- 
Gleichungen 

i2(rt^ ^ b,) = o (i=i)+i....,N) 

hinzu und betrachten in dem so entstehenden Systeme von N -{- 2(? Glei- 
chungen die Grösse t als unabhängige Veränderliche und die N -{- 2d 

Grössen Wj , . . . , Uj^] ^i ^ 7i > f 3 > V-i '>•••> ^« > ^r) ^^^ ^*^ ^^ bestimmenden 
Funktionen von t. Auf dieses Gleichungssystem lilsst sich der obige Satz 
anwenden; denn diese iV + 2() Gleichungen haben die verlangte Gestalt 
und die betreffende Determinante der CoefFicienten von w, , . . . , Wjv; fj , lyi*, 
^a j ^3 ; • • • ; fa ; ly^^nimmt den Wert an 



11 \_dx^ dy^ 



\dxdy) Jyi" 





«? 


»r'i>i 


<-' . . . 


I 


a. • 
b. 


• 1 


• • 


Ivj . • • 


I 

• 




a-j, 


»v K 


..n— 1 

t*fj • • • 


I 



Hier haben die d Faktoren des Produktes ET sämmtlich einen von o ver- 
schiedenen Wert, da nach Voraussetzung die Punkte /^j , . . . , P^ fQr die 
Curve F = o gewöhnliche Doppelpunkte mit getrennten Tangenten sind 
und die iV-reihige Determinante ist wegen der zuvor angenommenen Eigen- 
schaft der Punkte F^ ^ . . . . , Fy ebenfalls eine von o verschiedene Grösse. 
Damit haben wir die Coeölcienten der Form H als Funktionen von 
t bestimmt und es bleibt nur noch öbrig zu zeigen, dass fftr genOgend 
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kleiiie Wurti: t diu Curve G = o iiusser dcii o Do|>[>elpunk(en «,,/?,; 
■ ■ ■ ; oij . y?.i kciiie ari(kTeii öiiigulilreii Punkte besltzt. Dieser Nacliweis ge- 
ycliiflit, wie folgt. Uie Coordinateii der singularen Punkte der Curve 
G ^ o bestiiiiiiieii öicli aus den Gleichuiigeu 

.-, ar; zG 

(y := o, — = o, — = o 

ix dy 

mid läind daher, wie man loicht diiroh Kliinination erkcnnt, algebraische 
Funktionen von t. BtMässcn also diese 3 Gleleliungcn fOr beliebige Werte 
von / ausser den t) Lösungen a^ , /i, ; . . . ; a^ , p^ nocli eine andere getnein- 
sanie Lösung, so iniisste dieselbe sich, wie folgt, entwickeln lassen 

X = a„ + a,t" + «,r + . . ., 
y ^ b^ + b^f' + b^f' + . .., 

wo die Kx[)onenk'n Vj , v.j , ■ ■ ■ , /i, , /(^ , - ■ ■ , positive rationale Zahlen und 
wo a, , Äj von o verschiedon angenommen werden können. FUr / = o 
foigf, dass der Punkt x = a^ , 1/ =^- b^ ein singulärer Punkt der Curve 
/-' = o ist. Nacli der iiii Hilfssafze gemaebten Voraussetzung niinmt die 
Furn» F' in den singuiäVren Punkten der Curve F = o einen von o ver- 
schiedeneri Wert an, Es aei F'{((^ , b^) = 11. Verlegcn wir nun den 
Aiifang des Coordinatensysteina in den Punkt x = a^,ij^h^, so nehmen 
die oblgen 3 Gleichungen die Gestalt an 

.vy+... + /(« + a'x + a-y + ...) + .■■ = o, 

.V + ... -I- t{u' + . . . ) + ... = o, 

-x-\- ... + t{a" + ... ) + ... =0 

und man Uberzeugt sich leicht, dass diese Gleichungen durch die lleihen 

X = a^i'' + .. . , (/ = b,t"' + ... 

Dicht identisch för alle Werte / befriedigt werden können. Dainit ist 
der Bevväie för unseren Hilfssatz vollständig erbracht. 
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Der Hilfssatz ist nach veMchiedenen Richtnngen hin einer Verall- 
gern^inerung fähig; ich möchte fiberdies hervorheben, dass derselbe in 
der Theorie der algebraischen Curven und Flächen z.ur Erledigung von 
Existehzfragen wesentliche Dienste leistet. 



2. 

In diescm Abschnitte werde ich eine ternJlre definite irreducible 
Form G von der Beschaftenheit construiren, doss G = o eine Curve mit 

-(w — i)(w — 2) getrennt liegenden Doppelpunkten darst^llt, welche zum 

Theil reell und isoUrt, zum Theil paarweise conjugirt imaginär sind. 

Ich nehmc zii diesem Zweck an, es sei bereits eine ternilre definite 
irreducible Form /' von der n — 2^" Ordnung construirt von der Eigen- 

schaft, dass F = o eine Curve mit - {n — 3)(m — 4) getreimt liegenden 

Doppelpunkten darstellt; ferner nehme ich 2 Hneare Formen I und /' mit 
reellen Coefficient^n und von der Beschaffenheit an, dass die imamnä-re 
gerade Linie / + iV ^- o die Curve /' = o in n — 2 getrennt liegenden 
imaginären Punkten (^j , . . . , Q,,_2 schneidet. Die conjugirt imaginäre 
Gerade / — U' = o schneidet dann die Curve /*=o bezHorlich in den 
n — 2 conjugirt imaginären Punkten 4?I , . . . , Q'„^o und diese letzteren 
Punkte liiegen wiederum alle untereinander und von den Punkten Qi,-;Qn-2 
getrennt. Ferner nehme man auf /' = o irgend 3 (n — 2) paarweise con- 
jugirt imaginäre Punkte 72^, . . . , R^n-2) ^^"d auf der Geraden / + W = o 
zwei imaginäre Punkte 5^ , 5, an; die zu diesen conjugirt imaginÄren 
Punkte S[ , /SJ liegen auf der Geraden / — iV — o. Endlich sei F irgend 
ein ausserhalb der Curven r = o , / -j- //' = o , / — W = o gelegener 
reeller Punkt der Ebene. Ich construire jetzt eine Form jP' von der n'*"" 

Ordnung, welche in den (w — 3)(w — 4) Doppelpunkten von /* = o, 

ferner in den Punkten (?», ..., (?„_.,, Q\, ..., ft-3» ^1, .-m ^.3(n-2), 5'i, S^, 8\, S\, . 
in dem Punkte P und in dem Schnittpunkte der beiden Geraden / = o, 
/' = o verschwindet. Eine solche Form existirt stets, da die Gesammt- 

zahl der angegebenen Punkte gleich -n{jx + 3) ist. Die Form V nimmt 
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in den beiden Punkten Q„_2 , Q'n^ einen von o verschiedenen Wert an; 
denn im entgegengesetzten Falle wiirde die Curve F' = o mit der Curve 
r = o inehr als n{n — 2) Punkte und mit den Geraden Z + ti' = o, 
/ — il* = o mehr als n Punkte gemein haben und folglich mQsste die 
ForiA F' mit der Form F = (/^ + r^)f' bis auf einen constanten Faktor 
tibereinstimmen. Dies ist aber nicht der Fall, da die letztere Form F 
im Punkte P einen von o verschiedenen Wert hat, die Form F' dagegen 
im Punkte P verschwindet. 

Wir wenden jetzt den in Abschnitt i bewiesenen Hilfssatz auf die 

Curve F=o an. Diese Curve hat die -(w — 3)(w — 4) Dop2)elpunkte 

von r = o, ferner die Punkte ^, , . . . , Q„_^ , Q[ , . . . j Q'^_^ und ausserdem 
den Punkt / = o , /' = o zu gewöhnlichen Doppelpunkten mit getrennten 
Tangenten. Die Form F' verschwindet in diesen sammtlichen Punkten, 
ausgenommen in den beiden Punkten Qn-2, Qn-2- Es giebt daher nach 
jonem Satze eine Curve G =^- o von der namlichen Ordnung w, welche in 
der Umgebung der Doppelpunkte von r= o, der Punkte ^i , . . . , Qn-zy 
(?i , • • • > Qn z ^^^ des Punktes / = o , /' = o je einen gewöhnlichen Doppel- 
punktinit getrennten Tangenten besitzt, sonst aber keinen Doppelpunkt 
aufweist. Die Zahl der Doppelpunkte der Curve G = o ist daher genau 

gleich - (w — i)(n — 2). 

Die Form G ist för hinreichend kleine Werte des Parameters t eine 
definite Form. Denn hatte die Curve G = o einen reellen Zug, so mQsste 
dieser ftir / = o sich in einen reellen isolirten Doppelpunkt der Curve 
F = o zusammenziehen. Andererseits kaim för jede um einen solchen 
Doppelpunkt abgegrenzte Umgebung ein von o verschiedener Wert von 
t gefunden werden, so dass die diesem Werte t entsprechende Form G 
in jener Umgebung positiv öder null ist. Man sieht dies leicht ein, wenn 
man den Mittelpunkt des Coordinatensystems in den variirenden Doppel- 
punkt verlegt. 

Dass die erhaltene Form G fur beliebige, zwischen gcwissen Grenzen 
liegende Werthe von t irreducibel ist, känn durch folgende Betrachtung 
gezeigt werden. Wir denken uns durch die Gleichung G = o die Grösse 
y als algebraische Funktion von x bestimmt und dann öber der complexen 
a;-Ebene die zu dieser Funktion 1/ zugehörige Kiemannsche Flache con- 
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struirt. Ftkr t = o zerfällt diese Riemannsche Fläche in 3 getrennte den 
Gleichungen f = o , Z + ?7' = o , Z — iZ' = o entsprechende Theile: der 
erste der Gleichung F = o entsprechende Theil bedeckt die complexe rr- 
Ebene (n — 2)fach und ist wegen der Irreducibilität jener Gleichung in 
sich zusammenhängend; die beiden anderen Theile bedecken die rr-Ebene 
je einfach. Lassen wir nun den Parameter t von o an wachsen, so werden 
die Doppelpunkte Q^__^ , Q'^_^ aufgelöst und in folge dessen erhalten die 
beiden letzteren Theile je 2 Verzweigungspunkte, welche dieselben mit 
dem ersteren Theile zu einer einzigen in sich zusammenhängenden Rie- 
mannschen Flache verbinden, Damit ist der verlangte Beweis geflihrt. 
Wir haben jetzt eine irreducible definite Form G von der Eigen- 

schaft gefunden, dass die Gleichung (t = o eine Curve mit -(n— i){n— 2) 

gewöhnlichen getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt. 



3. 

In diesem Abschnitt wollen wir die soeben construirte Form G als 
Bruch darstellen, dessen Zahler gleich der Summe von 3 Formenqua- 
draten ist. 

Zu dem Zwecke wählen wir auf der Curve G = o irgend n — 4 
getrennt liegende und paarweise conjugirt imaginäre Punkte -4j , . . . , 
Å^^.^ aus und bilden dann 3 von einander linear unabhängige Formen 
p y a y X von der n — 2**° Ordnung und mit reellen Coefificienten, welche 

in den -(n — i){n — 2) Doppelpunkten und in den n — 4 Punkten -4^ , 

. . . , ^^_4 verschwinden. Dies ist stets möglich, da die Zahl der aufer- 
legten Bedingungen gerade um 3 kleiner ist, als die Zahl der Coeflfiicienten 
einer Form von der n — 2'®° Ordnung. Wenn wir nunmehr die Curve 
G{x y y j z) = o vermöge der Formeln 

transformiren, so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt 5^ (c , ^ , C) = o. 
Hier ist g eine irreducible quadratische Form von f , ^ , C da unter den 
n{n — 2) Schnittpunkten der beiden Curven G = o und tip + V(t+ wx = o 
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nur 2 mit den unbestimmten Parametern u , v y w verÄnderliche Punkte 
vorhanden sind. Die Ausftihrung der Transformation ergiebt Formeln 
von der Gestalt 

x:y:z = r{eyrj,0''S{^,rjyO:k{$,rjyOj 

wo r j s j k Formen der Verftnderlichen f , ^ , C niit reellen CoeflRcienten 
sind. Hieraus folgt, dass g eine definite Form ist; denn wäre g{^, rjy C) = o 
die Gleichung eines reellen Kegelschnittes, so wtlrden sich durch Berech- 
nung der Formen r j s y k unendlich viele reelle Wertsysteme x ^y ^ z 
ergeben, för welche O verschwindet. Die Form g gestattet daher eine 
Darstellung von der Gestalt 

wo c , rf , e reelle Constanten sind, deren Determinante von o verschieden ist. 
Wenn wir nun in der Form g statt der Veränderlichen f , ^ , C die 
Formen p^a^x einsetzen, so entsteht eine Form von der 2W — 4**" Ord- 
nung in x^y^Zy welche die Form Q als Faktor enthftlt. Wir setzen 

gip y oy x) = hixyy y z)G{Xyy, z)y 

wo h eine definite Form von der n — 4*^° Ordnung in x , y y z bedeutet. 

Die 9 reellen Constanten c,dye sind noch zum Theil willktlrlich: 

man wähle die 3 Constanten Cj , rfj , e, derart, dass die Curve n — 2**' 

Ordnung c^p -{• d^a -{• e^x = o aus der Curve O = o ausser jenen 

- (w — i)(w — 2) Doppelpunkten und den n — 4 festen Punkten -4j , . . . , A„^ 

zwei von diesen und unter einander getrennt liegende Punkte Å und B 
ausschueidet. 

Setzen wir der Körze wegen 

c,/) + d^o + e,x = l{x,y yz), 
c^p + d^o + e^x = K{x ,y,z), 



so erhalten wir: 



k G = P' + r + K\ 
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Aug dieser Formel sieht man unmittelbar, dass die Form h in den 
n — 4 Punkten A^ j . . . , A^_^^ verschwindet; ausserdem ist ftir die weiter^ 
Entwicklung der Umstand wesentlich, dass h in den Doppelpunkten der 
Curve G = o nicht verschwindet, Um das letztere zu beweisen nehmen 
wir das Gegentheil an und verlegen den Anfang des Coordinatensysteins 
in den betreffenden Doppelpunkt, fttr welchen h = o ist. Dann haben 
die in Betracht kommenden Formen die. Gestalt 

h = \x + Ä^y + . . . , 

G = G,,x' + 2G,,xy + G,y + • • • , 

P=P,x + />,y + ..., 

r = r.a; + 2> + . . . , 
K= K,x + K,y + ..., 

wo nur die Glieder niedrigster Ordnung in a: , y hingeschrieben sind. Aus 
der obigen Identität folgt leicht 

(/'.a; + P,yy + (2> + I,yy + {K,x + K.yY = o 

und hieraus wiederum ergiebt sich, dass die 3 linearen Formen 

l\x + I\y, I^x + 2>, K,x + K,y 

entweder identisch o sind öder sich unter einander nur um einen con- 
stanten Faktor unterscheiden. Wir können daher jedenfalls aus den Formen 
Py S , K 2 lineare Combinationen 77^, ]]^ herstellen, welche keine Glieder 
erster Ordnung in r , y enthalten. Dann wählen wir auf ö = o einen 
beliebigen Punkt P und bestimmen die Constanten A^ , X^ so, dass die 
Form n = \l\ + A^/Zj im Punkte P verschwindet. Die Curve II = o 
besitzt dann in dem Anfangspunkte des Coordinatensystems einen Doppel- 
punkt und geht ausserdem durch die Ubrigen Doppelpunkte der Curve 
(7 = o und durch die Punkte ^^ , . . . , ^„_4 , P je einfach hindurch; sie 
wtlrde daher die Curve G = o m raehr als n{n — 2) Punkten schneiden, 
was unmöglich ist. Die Annahme derzufolge h in jenem Doppelpunkte 
verschwindet ist daher unzulässig. 
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Wir haben in diesem Abschnitte gezeigt, dass die in Abschnitt 2 
construirte Fonn G die Darstellung 



ö = 



h 



gestattet, wo Pyl^K Formen n — 2*^"^ Ordnung mit reellen Coefilcienten 
bedeuten, welche in den -{n — j)(n — 2) Doppelpunkten und ausserdem 
in den n — 4 paarweise conjugirt imaginären Punkten -4^ , . • . , A^_^ der 



Curve (? == o verschwinden. Ausserdem ist A eine Form n 



ter 



Ord- 



nuDg, welche in jenen -(w — i)(n — 2) Doppelpunkten von o verschieden 

ist, dagegen in den n — 4 Punkten Jj , . . . , A^_^ verschwindet. Die Curve 
P = o schneidet auf G = o noch die beiden weiteren einander conjugirt 
imaginären Punkte A , B aus, in welchen A von o verschieden angenom- 
men werden känn. 



4. 

Die Form G ist eine Form mit verschwindender Diskriminant^. Wir 
werden jetzt mit Hilfe dieser Form G eine Form /"mitnicht verschwindender 
Diskriminante construiren, welche die nämliche Darstellung wie G gestattet. 

Aus den am Schlusse des vorigen Abschnittes angestellten Betrachtun- 
gen folgt, dass för einen Doppelpunkt der Curve ö = o die 3 Determinanten 



ZP ^P 




dP dP 




92' 92' 


a.f 3y 




dx dy 




'Sx dy 


d^ ^^ 
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dK dK 


> 
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dx dy 




dx dy 




dx dl/ 1 



nicht sämmtlich verschwinden und es ist daher möglich, 3 quadratische 
Formen p,q,m zu bestiminen von der Beschaffcnheit, dass die Determinante 



d£ 

dx 

32' 
dx 

dK 

dx 



dl' 
dy ^' 

32' 
dy ^ 



dK_ 



m 
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eine Funktion wird, welche in sJlmmtlichen Doppelpunkten von G = o 
einen von o verschiedenen Wert annimmt. Wir setzen nun 

ff ^ P + thp, 
^ = i; + thfj, 

/ = A' + thntj 
f=G+ 2t{Pp + Iq + Km) + t'h{f + q' + m') 

und haben dann infolge der Formel fQr G die Identität 

wo die Formen h ^ f ^ (p ^ <p ^ ^ offenbar sämmtlich in den Punkten A^^ 
- . . , -4„_4 gleich o sind. 

Um den Nachweis zu fQhren, dass die Form /"fftr beliebige zwischen 
gewissen Grenzen liegende Werte von t eine von o verschiedene Diskri- 
minante besitzt, nehmen wir im Gegentheile an, es gebe fiir beliebige t 
stets ein Wertepaar x^y^ welches den Gleichungen 

f= o, -T- = o, Z- = o 

' ' d:v ' dy 

genttgt. Durch Elimination erkennt man leicht, dass die Lösungen x , y 
algebraische Funktionen von t sind und daher eine Entwicklung von der 
Gestalt 

^ = '«o + ^1^"' + ^a^' + • • • > 
y = ft, + \V'^ + h.^V^ + . . . , 

gestatten wttrden, wo die Exponenten v^ , v^ , . . . , /ij , /je.^ , . . . , positive ra- 
tionale Zahlen sind und wo a^ , b^ von o verschieden angenommen werden 
kOnnen. FQr < = o folgt, dass der Punkt x = a^ , y = b^ ein Doppel- 
punkt der Curve G = o ist. Verlegen wir den Anfang des Coordinaten- 
gystems in diesen Doppelpunkt, so erhalten die in Betracht kommenden 
Formen die Gestalt 

G = G,y+ 2G,,xy+G,y + ..., 
Pp + Iq + Km = C\x + 6> + . . . , 
h{p' + q' + m') = c, +... 
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und es wird folglich 



2dx 



-^^ = G,,x + Cr,,y + C\t + ..., 



' 2dX 



2 dy 
2 dy 






wo rechter Hand nur die Glieder niedrigster Ordnung in x j y j t hin- 
geschrieben sind^ Daniit nun diese 3 AusdrClcke nach Einsetzung der 
Werte 



X 



a,t^' + . . . , y = ft.r» .+ . . . 



identisch ftir alle / verschwinden, ist es, wie man leicht zeigt, nothwendig, 
dass jene Reihen fOr x , ^ nach gamen Potenzen von t fortschreiten und 
dass die Determinante 



A = 



^n 


ö,, 


(^\ 


^18 


^» 


(^\ 


0. 


(^. 


C, 



den Wert o hat. 

Zur Berechnung der Determinante A setzen wir 



p = l\x + />+..., 


P = Poi + •■■> 


2' - 2> + 2,y + . . . , 


9 — 90* + • • • » 


K- K,x-\- h,y + ..., 


m m^t + . . . , 


h - Ä. + . 


• • » 



wo Äj wegei) der fröher bewiesenen Kigenschaft der Form A von o ver- 
schiedeii ist. Aus der Formel 



hG = /'' + r + K 



folgt 






= n + r, + fil 



= n + ^i + A' 
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und die Determinante A ist daher bis auf den Faktor k^ gleich der 
Diskrimiiiante der quadratischen Form 

diese Diskriminante ist aber bis auf den Faktor h^ gleich dem Quadrat 
der Determinante 

' p. n Po 

A', A', »»(, 

welche ihrerseits infolge der vorhin getroffenen Wahl der quadratischen 
Formen p , q , m eine von o verschiedene Zahl darstellt Wir sind somit 
auf einen Widerspruch geftihrt und hieraus folgt die Unzulässigkeit un- 
serer Annahme, der zufolge die Diskriminante der Form /* för alle Werte 
t verschwinden sollte. 

Wir kehren zu den im vorigen Abschnitte construirten Formen zu- 
rtick. Da die Form P im Punkte A verschwindet, so wird eine der 
beideu Formen 2* + ih öder 1' — i K ebenfalls in A gleich o; es sei dies 
etwa die Form 2' + iK. Dann wird zugleich die conjugirt imaginäre 
Form 2 — iK in dem zu A conjugirt imaginären Punkte B gleich o und 
die Form 2 + iK hat nothwendig in 2?, die Form 2 — iK in A einen 
von o verschiedenen Wert; denn im entgegengesetzten Falle mtlssten 2* 
und Ä in A verschwinden und da A in ^ vdTi o verschieden ist, so wQrde 
folgen, dass die Curve G — o \n A einen Doppelpunkt besitzt, was nicht 
der Fall ist. 

Wir beweisen ferner, dass die Curve 2 + iA' = o die Curve G = o 
in A berllhrt. Zu dem Zwecke verlegen wir den Anfang des Coordinaten- 
systems in den Punkt A und wählen die Tangente von (? = o im Punkte 
A zur y-Achse; die in Betracht kommenden Formen nehmen dann die 
Gestalt an 

p= p^x+ P,y + ...y G = G^x + ..., 

2:+iK=T^x+ T,y + ..., A = A. + . . . , 

£ — iA = TJ + . . . , 
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wo Tq , G^ j JfQ von o verschiedene Zahlen sind. Aus der Relation 

JiG = P + (2* + iK){2: — iK) 

folgt jTj = o, und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Die Formen f ^ f ^ <p y X ^nthalten noch die Veränderliche t. Durch 
Wahl eines genllgend kleinen Wertes för t können wir ofiFenbar erreichen, 
dass die Schnittpunkte der Curve f=o mit den Curven ^ + i/ = o, 
^ — i^ = o in beliebige Nahe der beztiglichen Schnittpunkte der Curve 
G = o mit den Curven I + ^ A" , 2' — iK = o fallen, wobei die Ent- 
fernung zweier Punkte etwa durch die Summe der absoluten Beträge 
der Coprdinatendifferenzen gemessen werden möge, Wir grenzen nun 
unter Zugrundelegung eben derselben Definition der Entfernung ura die 

(n — i)(w — 2) Doppelpunkte von G^ = o je ein so kleines Gebiet ab, 

dass h in jedem Punkte dieser Gebiete von o verschieden ist, und dass 
ausserdem keine Form von der n — 3^*" Ordnung existirt, welche in jedem 

dieser -(n — i)(n — 2) Gebiete eine NuUstelle besitzt. Dass letzteres stets 

möglich ist, geht aus dem Umstande hervor, dass es keine Curve n — 3^' 

Ordnung giebt, welche durch die sämmtlichen -(w — i)(« — 2) Doppet 

punkte von 6' = o hindurch geht. Ausserdem grenze man auch um die 
beiden Punkte A ^ B je ein Gebiet ab, in welchem h von o verschieden 
ist. Nun wähle -man t so klein, dass die Schnittpunkte der Curven 
^ + t;f = o und tp — i^ =*o mit der Curve /"= o sämmtlich in die ab- 
gegrenzten Gebiete fallen, abgesehen von den n — 4 Schnittpunkten A^ , 
...,^„_4, welche fest bleiben. BerQcksichtigen wir dann die Identität 

p/-=jr^ + ^' + ;r' 

und die Thatsache, dass /' = o keinen Doppelpunkt besitzt, so erhalten 
wir durch eine ähnliche Schlussweise, wie sie kurz zuvor anggwandt worden 
ist, das folgende Resultat: die Curve ^ + 2^ = o berilhrt die Curve /*= o 
in einem Punkte des um A abgegrenzten Gebietes und in je einem Punkte 

derjenigen Gebiete, welche um die - (n — i)(n — 2) Doppelpunkte von 

Ö = o abgegrenzt sind; wir bezeichnen die BerDhrungspunkte bezQglich 



c. -- .. 
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mit Ä , f/j , . . . , Uhn-\){n-2v ^^^ Curve (p — i)^ =^ o berUhrt die Curve 
/* = o in einem Punkte des um B abgegrenzten Gebietes und in je einem 

Punkte der um die -{n — i)(n — 2) Doppelpunkte abgegrenzten Gebiete; 

wir bezeichnen die Bertthr ungspunkte bezQglich niitlJ, Fj,..., V^n-xtn-^v^* 
Somit haben wir eine definite Form f mit nicht verschwindender 
Diskriminante construirt, welche die Darstellung 

^ h 

gestattet; dabei sind f j (p j X Formen von der n — 2*®° Ordnung mit 
reellen Coefficienten und mit den folgenden Eigenschaften: die Curven 
^ = 0,^ = 0, ;f = o haben mit der Curve f = o gewisse n — 4 paar- 
weise conjugirt imaginäre Punkte jij,...,^„_4 gemein; die Curve ^ + ^;f = o 

berQhrt ausserdem die Curve /= o in den i + -(w — i)(n — 2) imagi- 

naren Punkten A ^ U^j...j U\^„_iy^^_2)j die Curve ^ — /^ = o beröhrt 
f = o \n den conjugirt imaginären Punkten 7? , F^ , . . . , Vu^^^^^n-iv ^^^ 
Curve jT = o schneidet die Curve f = o noch in den weiteren Punkten 

A j ?7j , . . . , r/i(„_i)(„_2) y J^ j ^1 > • • • 9 Fi(„_|) „_2). Sämmtliche in Betracht 
gezogene Punkte liegen von einander getrennt und die Beröhrungspunkte 
C^i > • • • j f/i(„_i)(„_2)j sowie die Beröhrungspunkte Fj , . . . , Fi(„_i)^„_2^ liegen 
nicht auf einer Curve n — 3**""^ Ordnung. 



O. 

In den nun folgenden Abschnitten werdeu wir sowohl die Coeflfi- 
cienten der eben construirten Form fj als auch die auf der Curve f ^ o 
gelegenen Punkte A,Bj U, V einer stetigen Veranderung unterwerfen 
und zwar derart, dass dabei die sämmtlichen Coefficienten von f und die 
Coordinaten der Punkte A^ , . . . , A„_^y A als die unabhangigen Veränder- 
lichen, dagegen die Coordinaten der Punkte 17, , . . . , Ui^„_iy„_.^^ als Funk- 
tionen jener unabhängigen Veränderlichen betrachtet werden. Dabei be- 
nutzen wir einige Thatsachen aus der Theorie der Abelschen Funktionen, 
welche sich fttr unseren Zweck, wie folgt, aussprechen lassen. 
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Es sei F eine beliebige Form von der n*®" Ordnung mit reellen 
Coefficienten und von nicht verschwindender Diskriminante. Durch die 
Gleichung F = o wird y als algebraische Funktion von x definirt. Da 
die Curve jP = o keinen Doppelpunkt besitzt, so hat das Geschlecht der- 
selben den Wert 

Die p Hberall endlichen Integrale der Curve haben die Gestalt 

wo die Summe der Exponenten /£ , v die Zahl n — 3 nicht tiberschreitet. 

FOr unseren Zweck kommt das Problem in Betracht, eine Curve von 
der n — 2^° Ordnung zu construiren, welche die gegebene Curve ^-= o 
in den gegebenen Punkten J^ , . . . , An_^ schneidet, in dem ebenfalls ge- 
gebenen Punkte A berOhrt und endlich in p weiteren zu bestimmenden 
Punkten bertihrt. Dieses Problem ftthrt auf eine Theilungsaufgabe; das- 
selbe ist daher mit Hilfe des Jacobischen Umkehrproblems lösbar. 

Es seien p bestimmte tlberall endliche Integrale nach der von Rie- 
MANN angegebenen Vorschrift ausgewahlt; wir bezeichnen dieselbe mit 
w^ j . . . , Wp und verstehen allgemein unter w{P) den Wert eines solchen 
Integrals im Punkte P. 

I. Sind dann P^ , . . . , P„(«_2) die Schnittpunkte irgend einer Curve 
n — 2*®' Ordnung mit der Curve F = Oy so ist nach dem Abelschien 
Theorem 

w;,(PJ + . . . + w;,(P,(„_2)) =/9„ (*»i,2,....p) 

wo y9j , . . . , y9p gewisse Summen von öberall endlichen Integralen bedeuten, 
welche nicht von den Punkten Pj , . . . , P„(„ 2)» sondern nur von den Coef- 
ficienten der Form F abhftngen. 

Aus der Umkehrung des Abelschen Theorems ergiebt sich ferner 
der folgende Satz: 

II. Wenn för n{n — 2) Punkte Pj , . . . , F^in-v ^^^ Curve F = o 
die in Satz I angegebenen Congruenzen erfttllt sind, so können diese durch 
eine Curve n — 2^' Ordnung ausgeschnitten werden. 
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Wir verstehen im Folgenden unter w{x) den Wert, welchen das 
Integral w in dem Punkte mit den Coordinaten x , y annimmt. Es gelten 
dann ftlr die zu unserem algebraischen Gebilde zugehörige Funktion B 
von 'p Veränderlichen die folgenden Sätze: 

III. Wenn die p Punkte l/j , . . . , U^ nicht auf einer Curve n — 3^' 
Ordnung liegen, so verschwindet die Funktion 

nicht identisch fttr alle Werte von x. 

IV. Wenn die obige Funktion nicht identisch fttr alle Werte 
von X verschwindet, so hat sie, als Funktion von x betrachtet, die p 
Punkte f/j , . . . , Up und nur diese zu NuUstellen, und wenn man dann 
in jener Funktion die Werte 

w,{U,) + ... + ti;,(C/,)=f — ^K(^i) + .. . + <An^i)] — tv.{^) 

(#-l,2,...,p) 

einsetzt, so sind die p NuUstellen die Berfthrungspunkte einer Curve 
n — 2^' Ordnung, welche F = o in den gegebenen Punkten ^^ , . . . , A„_^ 
schneidet und in dem gegebenen Punkte A bertihrt. 

V. Die Funktion verschwindet identisch, wenn es möglich ist, in 
jeder beliebig kleinen Umgebung der p Punkte Z7j , . . . , Up andere p 
Punkte C/j' , . . . , ITj, zu finden von der Art, dass diese ebenfalls Bertihrungs- 
punktc einer Curve n — 2^' Ordnung sind, welche F = o m den ge- 
gebenen Punkten ^^ , . . . , A„_^ schneidet und in dem gegebenen Punkte 
A berfthrt. 

VI. Umgekehrt wenn die obige Funktion identisch ftlr alle Werte 
von X verschwindet, so giebt es in beliebiger Nahe der Punkte C/j , . . . , U^ 
stets p andere Punkte t/,' , . . . , Up von der Art, dass die letzteren die 
Bertihrungspunkte einer durch ^^ , . . . , yl„_4 hindurch gehenden und in 
A bertihrenden Curve n — 2^^ Ordnung sind. 
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6. 

Mit Hilfe der angeftthrteii Sätze lässt sich die stetige Anderung der 
Coefficienten der Form f in der Weise vollziehen, wie dies am Anfang 
des vorigen Abschnittes in Aussicht genommen worden ist. Zu dem 
Zwecke bilden wir fur die besondere Form f die Funktion 

S{w,{x) — w,{U^) — ... — tv^{ Up), ..., Wj,{.t) — m;^( f/,) — . . . — m;^( U^)] 

und denken uns darin die auf die Punkte U beztiglichen Integralsummen 
durch die bekannten Grössen ersetzt, in der Weise, wie dies in Satz IV 
des vorigen Abschnittes geschehen ist. Da nach der in Abschnitt 4 aus- 
geftthrten Construction von f die p Bertthrungspunkte L\ , . . , ^ Uj, nicht 
auf einer Curve n — i^'^ Ordnung liegen, so ist nach Satz III des vorigen 
Abschnittes die Funktion 8 nicht identisch ftir alle Werte von x gleich o. 
Die Funktion 6 besitzt daher nach Satz IV nur in den p Punkten 
t^^j , . . . , U^ den Wert o. Die Perioden und Argumente der Funktion 
ti setzen sich in bestimmt vorgeschriebener Weise aus den zur Curve /*= o 
gehörigen ilberall endlichen Integralen zusammen. Wenn wir daher die 
CoeÖicienten der Form f und die gegebenen Punkte A^^ . . . , A,^_^ , A 
einer stetigen Anderung unterwerfen, so ändern sich auch die Perioden 
und Argumente der Funktion 6 stetig, solange nur die Diskriminante der 
Form f nicht o wird. Es lässt sich nun die Funktion S nach Potenzen 
der Perioden und Argumente entwickeln und nach einem bekannten Satze 
von Weierstrass^ sind folglich auch die Nullstellen der Funktion 6 
stetige Funktionen der Perioden und Argumente. Damit ist gezeigt, dass 
diese Nullstellen ebenfalls sich stetig ändern, wenn man die CoeflBcienten 
der Form f und die gegebenen Punkte A^, . . . , A^_^ , A einer stetigen 
Anderung unterwirft. 

Die Nullstellen f /^ , . . . , Up der Funktion B sind, wie eben ausgeftlhrt 
worden ist, die BerHhrungspunkte einer Curve n — 2^" Ordnung. Da 



' Vgl. die AbhandluDg: Einigc auf die Theorie der atialytischen Funktionen tnekrerer 
Veränderlichen sich bexiehende Sätxe, Abächnitt i. 
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durch diese p Bertlhrungspunkte und durch die gegebenen Punkte A^j 
. . . , A^. 4 , A die Beruhrungscurve {p + i^ = o völlig bestimint ist, so 
folgt, dass auch die Coefficienten der Form ^ + '/ bei jener stetigen 
Anderung selber eine stetige Anderung erfahren und das gleiche gilt 
daher auch von den Coefficienten der Formen^» und ;f. 

Es kommt nun wesentlich darauf an, zu zeigen, dass jede durch 
stetige Anderung aus f entstehende Form F eine ebensolche Darstellung 
gestuttet, wie die Form f, Um diesen Beweis zu ftthren, construiren wir 
zunächst aus den 2^ Nullstellen der Funktion H fttr die Curve F = o die 
bezögliche Bertlhrungscurve; es sei V^* + iX = o die Gleichung dieser 
Bertthrungscurve; dabei mttssen die n — 4 einfachen Schnittpunkte dieser 
Berlihrungscurve mit F=o paarweise conjugirt imaginär gewählt sein; 
wir bezeichnen dieselben wiederum mit A^ , . . . , A„_^, Die Bertthrungs- 
punkte heissen wiederum A j Ij\ , , . . , Up und die zu diesen conjugirt 
imaginären Punkte 1? , Fj , . . . , F,, sind dann offenbar diejenigen Punkte, 
in welchen die ebenfalls durch ^j , . . . , A„._^ hindurch gehende Curve 
V' — iX = o die Curve F = o bertthrt. 

Nach Satz I ist 

w,{A^) + ... + tvXA,_,) + 2[w,{A) + w,{U^) + ... + w,{Up)]-=p„ 
w,{A,) + ... t ivXA^_,) + 2[wXB) + w,{r^) + ... + wXV^)]-.l9, 

(i= 1,2,. ..,;>) 

und wenn man diese beiden Formeln addirt und die so entstehende Con- 
gruenz durch 2 dividirt, so wird 

w,{A,) + . . . + w,{A,,_.,) + iv,{A) + w,{ l\) + ... + wX Up) 

+ w.{B) + m;,( F,) + . . . + w,X Vp) -J. + \ IL (.^1.2... '., 

wo Jf^ j . , . y llp ein Periodensystem ist und wo e entweder o öder i be- 
deutet. Um zu entscheiden, welcher von diesen beiden Fallen eintritt, 
beachten wir, dass die auf /"= o gelegenen Punkte A^ , . . . , A„_^ , A, 
Z7j , . . . , Up j B y F^ , . . . , Vp sämmtlich durch eine Curve n — 2'*' Ord- 
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nung, nämlich durch die Curve ^ = o ausgeschnitten werden und daaa 
daher nach Satz I 

w,{A,) + ... + «;,( A-4) + Ws{A) + w,{U,) + ...+ wX U,) 

+ w,{B) + m;,(T^,) + . . . + wXV,)=p. 0-1.2 p) 

ist. Da aber durch stetige Anderung der Coeflficienten der Form F und 
der Coordinaten der Punkte Jj , . . . , A^_^ , A die obige Formel in diese 
letztere tibergeföhrt wird und die Perioden 77, , . . . , /Z^ bei dieser Anderung 
nicht sämmtlich verschwinden können, so folgt, dass in der ersteren Formel 
e den Wert o hat, und nach Satz II können daher die auf F = o gelegenen 
Punkte ^j , . . . , A^_^ , J , U^, . . . , U^j B , F, , . . . , Fp ebenfalls durch 
eine Curve n — 2**' Ordnung ausgeschnitten werden; dieselbe sei durch 
die Gleichung = o dargestellt, wo eine Form n — 2**' Ordnung mit 
reellen Coeflficienten bedeutet. 

Jede der beiden Curven 0^ = o und V + X^ = o schneidet die 
Curve F = o in den n{n — 2) Punkten ^j , . . . , A^_^ , ^ , C/j , . . . , C/^, 
B j Fj , . . . , Vp und zwar zählt oflfenbar jeder dieser Punkte als 2-facher 
Schnittpunkt. Bestimmen wir daher die Constante A derart, dass die 
Form A^' + V'^ + X^ mit der Form F noch eine weitere Nullstelle 
gemein hat, so wird jene Form Å0^ + V^ + X^ nothwendig die Form F 
als Faktor enthalten. Dabei ist die Constante A eine reelle Zahl; denn 
wäre sie complex und bezeichnen wir ihren conjugirt imaginaren Werth 
mit A', so folgt, dass auch zugleich die Form A' 0^ + ¥^ + X^ durch F 
theilbar sein mftsste, was oflfenbar nicht zutriflft. Nehmen wir ferner die 
Quadratwurzel aus dem absoluten Wert von A mit in die Bezeichnung 
der Form auf, so erhalten wir eine Relation von der Gestalt 

iyF= ± (P'+ r + X\ 

Da wir durch stetige Anderung der Coeflficienten von Fy 0, ^^X 
nothwendigerweise wieder zu den beztlglichen CoeflRcienten der Formen 
/*, f , ^ , /, zurilck gelangen können und zwischen diesen letzteren Formen 
die Relation 

M=9" + <I^" + X" 
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bestehty so musa auch in der obigen Formel das positive Vorzeichen gelten, 
und wir haben somit gezeigt, dass die Form F die Darstellung 

= H 

gestattet Dabei ist F eine Form mit reellen Coefficienten, welche aus 
der Form f durch beliebige stetige Änderung der Coeflicienten entstanden 
isty mit der Einschränkung jedoch^ dass bei der vorgenommenen Änderung 
keine Form auftritt, deren Diskriminante gleich o ist öder f Qr welche die 
betreffende Funktion B identisch fOr alle Werte von % verschwindet. 



7. 

Wir untersuchen in diesem Abschnitte, unter welchen Umständen aus 
der Form f durch stetige Veränderung der Coefficienten eine Form ent- 
stehen kann^ ftlr welche die betreffende Funktion B identisch verschwindet. 
Fftr diese Untersuchung brauchen wir einen Hilfssatz aus der Theorie der 
Elimination, der wie folgt lautet: 

Es seien m Gleichungen von der Gestalt 



^m(^ >y7--->;>,?,---)=0 



vorgelegt, wo (?^ , . . . , ö^ ganze rationale Funktionen der Unbekannten 
re , y , . . . und der Parameter p , g' , . . . sind. Diese Gleichungen seien 
för a? = o,y = o,...,p = o,g = o,... erfQllt und es gebe ferner 
eine positive Grösse d von der Art, dass allemal, wenn die Werte der 
Parameter i) , g , . . . , absolut genommen die Grösse d nicht ttberschreiten, 
ein und nur ein System von Grössen rr , y , . . . gefunden werden känn, 
welche jene Gleichungen befriedigen und deren absolute Beträge ebenfalls 
sämmtlich die Grösse d nicht (iberschreiten: dann sind nothwendig die 
Grössen rr , y , . . . algebraische Funktionen der Parameter i? , ? , . . . d. h. 
jede der Funktionen a? , y , . . . genUgt einer algebraischen Gleichung, deren 
Coefficienten rational von p y g , > * • abhängeu. 
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Der Beweis bietet keine wesentliohe Schwierigkeit; ich gehe jedoch 
auf denselben hier nicht naher ein. 

Mit Hilfe des eben ausgesprochenen Satzes lässt sich der Beweis ftlhren, 
dass die Coordinaten der Bertihrungspunkte C/, , . . . , 17^, algebraische Funk- 
tionen der Coefficienten der Form F und der Coordinaten der Punkte 
^j , . . . , ^„_4 , A sind. In der That wenn man die Bedingungen dafttr 
aufstellt, dass C/j , . . . , t/^ die Bertihrungspunkte einer Curve n — 2^^^ 
Ordnung sind, welche die Curve F = o in den gegebenen Punkten A^ , 
. . . , -4„_4 schneidet und in dem gegebenen Punkte A beröhrt, so erhftlt 
man ein System von algebraischen Gleichungen; und wenn wir dann die 
Coefficienten der Form F und die Coordinaten der Punkte A^, ...j A^_^ , 
A stetig ändern lassen, so entspricht jedem dadurch entstehenden Systeme 
von Coefficienten und Coordinaten eine bestimmte Funktion ö, deren 
Nullstellen eben jene Bertihrungspunkte darstellen. Somit sind unter 
Berticksichtigung der Sätze IV und V in Abschnitt 5 alle Bedingungen 
unseres Htilfssatzes erfttllt und es folgt daher aus demselben, dass die 
Coordinaten der Bertihrungspunkte Z7^ , . . . , Uj, algebraischen Gleichungen 
gentigen, deren Coefficienten ganze rationale Funktionen von den gegebenen 
Grössen, nämlich von den Coordinaten der Form F und den Coordinaten 
der Punkte Jj , . . . , ^„_4 , A sind. Wir denken uns diese algebraischen 
Gleichungen aufgestellt und nehmen an, dass die Coefficienten dieser 
Gleichungen nicht sämmtlich eine ganze rationale Funktion der gegebenen 
Grössen als gemeinsamen Faktor enthalten. 

SoU nun die Form F die Besonderheit haben, dass die bezttgliche 
Funktion fi ftir alle Werte von x und ftir alle Werte der Coordinaten 
von -4^ , . . . , A„,^ identisch verschwindet, so giebt es nach dem Satze VI 
der Abschnittes 5 in beliebiger Nähe der Punkte t^, , . . . , Up noch an- 

dere Werthe U{ U^,. welche jene Gleichungen befriedigen, d. h. jene 

Gleichungen haben unendlich viele Lösungen und daher mtissten in diesem 
Falle mindestens in einer jener Gleichungen sllmmtliche Coefficienten ver- 
schwinden. Durch NuUsetzen dieser sämmtlichen Coefficienten ent«teht 
dann ein Gleichungssystem von der Gestalt 

wo Cj , . . . , Oj^i ganze rationale Funktionen von den Coefficienten a, , . . . , öfjyr 
der Form F sind. Diese Funktionen, können nicht sämmtlich ein und 
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denselben Faktor enthalten, da ja die linken Seiten der obigen Gleichungen 
sonst ebenfalls diesen Faktor enthalten mtlssten, was unserer Festsetzung 
widerspricht. Wegen der gefundenen Eigenschaft definiren diese Glei- 
chungen, wenn wir die Coefficienten a^j . . . ^ a^ von F als homogene 
Punktcoordinaten in einem Raurae R von N — i Dimensionen deuten, 
gewisse algebraische Gebilde, welche von niedrigerer als von der N — 2*®" 
Dimension sind, und somit hat sich ergeben, dass die Funktion bei 
beliebiger Wahl der Punkte ^^ , . . . , A^^^^ , A nur dann identisch ver- 
schwinden känn, wenn die Coefficienten a, , . . . , a^ der betreflfenden Form 
F im Raume R von N — i Dimensionen einen Punkt darstellen, welcher 
auf gewissen algebraischen Gebilden von niederer als der N — 2*'° Di- 
mension gelegen ist 



8. 

Wir sind nun in den Stånd gesetzt, die am Schlusse des Abschnittes 
6 gefundenen Resultate auf alle definiten Formen auszudehnen. Zu dem 
Zwecke beweisen wir zuvor den folgenden Satz: 

Es sei /i , /i , . . . eine unendliche Reihe definiter Formen, von denen 
jede eine Darstellung in der oben gefundenen Weise gestattet und deren 
Coefficienten in der Grenzc bezttglich den Coefficienten einer bestimmten 
Form F gleich sind: diese Form F ist dann ebenfalls in der fraglichen 
Weise darstellbar. 

Zum Beweise setzen wir 

^ ^: + ^! + /? 

und denken uns ftlr jeden Wert von s den Bruch auf der rechten Seite 
so eingerichtet, dass der absolut grösste Coefficient in den Formen ^, , (p, , ^^ 
der Einheit gleich wird, was sich oifenbar stets erreichen Iftsst, indem wir 
Zähler und Nenner des Bruches durch das Quadrat dieses absolut grössten 
Coefficienten dividiren. Da nach der Voraussetzung auch die Coefficienten 
der Formen f, sämmtlich absolut genommen unter einer gewissen Grenze 
liegen, so gilt das nämliche auch von den Coefficienten Ä,. Betrachten 

Åckt mtUhtmoHoet. 17. Imprimft le B inars 18d8. 25 
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wir nun die unendliche Reihe der Coefficienten in den Formen f^,» ^,>/,> Kj 
so folgt aus einem bekannten Satze^ dass sich mindestens ein System von 
zugehörigen Werten finden lässt, in dessen Umgebung sich die Coeffi- 
cientenwerte der Formenreihe verdichten. Die aus diesen Verdichtungs- 
werten gebildeten Formen bezeichnen wir mit 0, V^X^H. Dann ist 
es fQr ein beliebig klein vorgeschriebenes i) stets möglicb, eine Zahl 8 zu 
finden, so dass 

\(l> — <p.\<d, \W—(l>,\<d \X — x^<^.^ \H—K\<d 

ausfäUt. Hieraus känn leicht bewiesen werden, dass 



HF= 0^ + W^ + X 



ist; wäre nftmlich 



HF— 0'— r — X' = A, 



wo A eine Form ist, welche mindestens einen von o verschiedenen Coeflfi- 
cienten hat, so setze man 

H=h. + 7:„ F=f. + x., = ip, + d,, <f=^, + s„ X = ;f. + ?„ 

in die letztere Gleichung ein und beachte, dass durch geeignete Wahl 
von s sämmtliche Coefficienten der Formen ;r, , ;f, , <?, , s, , tj, unter jeden 
noch so kleinen Wert herabgedrtlckt werden können. Hiermit aber wftre 
es unvereinbar, dass A einen von o verschiedenen Coefficienten hat. 

Durch eine leichte Uberlegung folgt zugleich, dass nothwendiger- 
weise, wenn för jedes s die 3 Formen (f, , <p, , )^, eine gewisse Anznhl ge- 
meinsamer Nullstellen haben, auch die Grenzformen , V'\ X ebenso 
viele gemeinsame Nullstellen besitzen mtlssen. 

Der leichteren Darstellung wegen, deuten wir im folgenden die N 
Coefficienten a, , . . . , eijy^ der Form F als homogene Punktcoordinaten im 
Raume R von JV — 1 Dimensionen und betrachten in diesem Raume zu- 
nächst die durch die Gleichung D = o dargestellte Fläche, wo D die 
Diskriminante der Form F bedeutet. Diese Flftche ist von der N — 2**" 
Dimension und theilt den Kaum in verschiedene Gebiete. Wir denken 
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uns ferner in dem Raume R die durch die Gleichungen C^ = o , . . . , 
C/jf = o dargestellten algebraischen Gebilde construift: dieselben sind den 
Ausfohrungen des vorigen Abschnittes zufolge von niederer als von der 
N — 2**" Dimension. Nunmehr fassen wir insbesondere diejenigen Punkte 
des Raumes B ins Auge, welche den definiten Formen entsprechen. Wie 
leicht einzusehen und auch bereits in meiner oben citirten Arbeit Vber 
die DarstéUUng definiter Formen als Summe von Formenqtiadraten ^ bewiesen 
worden ist, können zwei definite Formen durch stetige Anderung der 
reellen Coefficienten in einander öbergeföhrt werden, ohne dass dabei eine 
Form mit verschwindender Diskriminante passirt wird, d. h. die den de- 
finiten Formen entsprechenden Punkte des Raumes R erföllen ein einziges 
zusammenh&ngendes Gebiet. An der Grenze dieses Gebietes liegen solche 
Punkte, denen definite Formen mit verschwindender Diskriminante ent- 
sprechen, und ausserdem rågen in jenes Gebiet der definiten Formen noch 
isolirte Gebilde von der N — 3^®" und von niederen Dimensionen hinein, 
deren Punkte ebenfalls Formen mit verschwindender Diskriminante dar- 
stellen. Da die Gebilde G^ = o , . . . , Cjif = o ebenfalls höchstens von 
der N — 3'®° Dimension sind, so können auch diese den Zusammenhang 
des Gebietes der definiten Formen nicht stören und wenn daher f und F 
zwei definite Formen sind, so ist es stets möglich durch stetige' Anderung 
der reellen Coefficienten die Form f in die Form F tiberzuftihren, ohne 
dass dabei ein Punkt der Diskriminantenflache D = o öder ein Punkt 
des Gebildes C^ = o , . . . , C^ = o tlberschritten wird. 

Wir verstehen jetzt unter f die in Abschnitt 4 construirte definite 
Form. Da die Bertihrungspunkte [7, , . . . , TJp nicht auf einer Curve 
n — 3'*" Ordnung ^liegen, so verschwindet die Funktion 8 nicht identisch 
und der entsprechende Punkt im Raume R liegt daher nicht auf jenen 
Gebilden Cj = o , . . . , Cj^ = o , zugleich liegt derselbe ausserhalb der 
Diskriminantenfläche. Nun bezeichne F irgend eine beliebige definite 
Form, so dass der entsprechende Punkt entweder ausserhalb öder auf 
jenen besonderen Gebilden zu liegen kommt. Dann verbinde ich in der 
eben betrachteten Weise f mit F durch einen Weg, auf welchem die 
Form f stetig in F tlbergeht, ohne dass dabei ein auf jenen besonderen 
Gebilden gelegener Punkt passirt wird. 



^ Ygl. Mathematische AnnaleD. Bd. 32. S. 344. 
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Wir ftlhren nunmehr den Beweis daför, dass jedem Punkte dieses 
Weges eine Form entspricht, welche die fragliche Darstellung als Quotient 
gestattet. In der That, wenn wir den Weg bis zu einem bestimmten 
Punkte hin durchlaufen und wenn allén bis dahin durchlaufenen Punk- 
ten Formen entsprechen, welche jene Darstellung gestatten, so ist auch 
fttr die diesem Punkte entsprechende Forui jene Darstellung möglich, 
wie aus dem zu Anfang dieses Abschnittes bewiesenen Satze folgt. 
Andererseits ergiebt sich au3 Abschnitt 6 die folgende Thatsache: wenn 
fOr eine Form jP, welche einem Punkte des construirten Weges ent- 
spricht die Darstellbarkeit bereits bewiesen worden ist, so lässt sich von 
diesem Punkte ab auf dem Wege stets ein endliches Stock abgrenzen 
derart, dass auch alle diesem Wegstöcke entsprechende Formen jene Dar- 
stellung gestatten, und da die dem Endpunkt des Weges entsprechende 
Form F eine beliebige definite Form ist, so haben wir den folgenden 
Satz bewiesen: 

Jedc beliebige ternäre definite Form F von der n^" Ordnung ist in 
der Gestalt darstellbar 

^= H ^ 

wo , V'' , X Formen mit reellen Coefficienten von der n — 2^^" Ordnung 
sind, und H die n — 4** Ordnung besitzt. 



9. 

Das eben gewonnene Ergebniss liefert unmittelbar den Beweis för 
den in der Einleitung ausgesprochenen Satz; denn die rechter Hand im 
Nenner des Bruches auftretende Form H von der n — 4*®° Ordnung ist 
oflFenbar ebenfalls eine definite Form und gestattet daher wiederum nach 
eben jenem Satze die Darstellung als Bruch, dessen Zähler eine Summe 
von 3 Formenquadraten und dessen Nenner eine definite Form von der 
n — 8*^° Ordnung ist. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir 
schliesslich zu einem Bruche, dessen Nenner eine Constante öder eine 
quadratische definite Form ist. Da letztere ebenfalls einer Summe von 
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Formenquadraten gleich ist, so erhalten wir nach AusfQhrung der Mul- 
tiplicationen eine Darstellung der ursprQnglichen Form F als Quotient von 
Quadratsu minen. Wir sprechen den so gewonnenen Satz, wie folgt, aus: 

■ 

Eine jede ternäre definite Form F lässt sich in der Gestalt 

^I + <PJ + . . . + (Pp 



F = 



f l + f 8 + . . . + ^A» 



darstélhn, tvo <Pi , (P, , . . . , <Pp , j^j , jPj , . . . , f^^ Formen mit reellen Coeffi- 
cienten sind. 

Königsberg in Pr, i8 Februar 1892. 
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ZWEI DETERMINANTENSÄTZE 



VON 



E. NETTO 

ID OIESSEN. 



1. 

So viel ich weiss, ist der folgende Satz noch nicht bekannt. 



Wird die aus dem Systeme 



'xX 



/x-8,4, ...,n\ 
VA=1,2, ...,n/ 



durch Fortlassung der a*^° und der ^®" Colonne (y9 > a) entstehende De- 
terminante durch A«^ hemchnet, ferner A^« = — A^ gesetzt tmd A„„ = o 
genommen, so wird 



(O 



^ap 


K. 


^ar 


A,. 


A,. 


^^r 


*^Yp 


A,. 


A;. 



= o. 



Der Satz braucht nur unter der Voraussetzung bewiesen zu werden, 
dii88 nicht alle A^^ ee o sind. Wir verstehen unter «, , r/, , . . . , a„ un- 
bestimnite Grössen und betrachten das Gleichungssystem 



(2) 

(3) 

Daraus folgt 



rtj-Tj + a^x^ + . . . + a^x^ = o, 



(x«3,4,...,fi) 



(4) 



(- ir^a = 



Cti ... (^a—l 



^a+l • • • ^n 



^xl • • • ^x,a— 1 ^x,a+l • • • ^ 
Jela matfumatiea, 17. Iniprimfi le 3 mara 1893. 



xn 



(a -= 1,3,... ,11) 
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Betrachtet man in (2) die a als völlig willktirliche VerÄnderliche, so 
giebt (4) die allgemeinen Lösungen von (3) 



(4') (— i)-rr„=2:fl,A«,. 



(a,A»l,9 N) 



Andererseits weiss nian, dass jede Lösung von (3) aus zwei von einander 
unabhangigen Sonderlösungen linear zusammengesetzt werden känn, also 
etwa 

so dass die Vergleichung der beiden letzten Resultate ergiebt: 

llax^aX = fJ^^ap + ^^ac (a, A -1,2, ...,«) 

Wenn man hierin a^ = i und die tlbrigen a^^ = o setzt, dann erhält man 
ftir oi =^ OL , [i , Y das in (i) ausgesprochene Resultat. 

Es ist klar, in welcher Art der Satz sich erweitern Iftsst, sobald 
man das System c^i fQr ;r = 4,5,...,n; X = i,2,...,w betrachtet. 



2. 

Der aufgestellte Satz känn auch direct bewiesen werden; es scheint 
aber, dass der Beweis sich umständlicher gestaltet, als wenn man auf 
die linearen Gleichungen zurttckgeht. Das hier angewendete Htllfsmittel 
hat auch Herr K. Hensel (Acta mathematica, Bd. 14, S. 317 — 319) 
zum Beweise eines KKONECKERVchen Determinantensatzes benutzt. Aber 
gerade in diesem Falle känn man den Nachweis auch unmittelbar liefern, 
indem man sich auf den LAPLACE^schenDeterminanten-Zerlegungs-Satzsttltzfc 

Das Theorem und sein Beweis nehmen dann die folgende Gestalt an: 

Aus den beiden Systemen variabler Elemente 

"a< > ^kl U,/, -1,2,...,»/ 

bilden wir ein drittes System 
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welches so beschaflfen ist, dass zu jeder Combination a^i , b^i nur ein c^^ 
aber offenbar auch umgekehrt zu jedem Cp^ nureine Combination a^j , ft^, 
gehört. Nun bezeichnen wir 



A, = 



a 



hi h 



Aft = 6« I , 



A = 



P9 



und versuchen ^^ durch A^ , A^ auszudrticken. Wir teilen durch Hori- 
zontalstriche die Determinante A^ von mn Zeilen in m Systeme von je n 
Zeilen. In jedem solchen steht in den Gliedern jeder einzelnen Colonne 
dasselbe a;^,, da in ihr q ungeftndert bleibt und p von {h — i)w+ i bis 
(Ä — i)w + w Iftuft. Greift man also zur Bildung einer LAPLACE^schen 
Subdeterminante n Colonnen heraus, dann känn man die a^j herausziehen 
und behält eine Determinante aus den 6^, zuriick, in der k von i bis n 
lauft. Diese Determinante ist also o öder A^. Die IjAPLACE'8che Satz 
zeigt also, dass A^ durch A^ teilbar ist. Vertauscht man die a mit 
den by dann folgt ebenso die Teilburkeit von A^ durch A" und beröck- 
sichtigt man die Dimensionen der drei Determinanten in den a , b dann 
erkennt man, dass 



A. = cstA^lA 



m 
a— 6 



sein wird, wo est eine Constante bedeutet. Der Wert derselben ergiebt 
sich gleich i , sobald man alle a , b mit von einander verschiedenen In- 
dices gleich NuU setzt. 



3. 

Die Methode des Uberganges von Determinanten-Relationen zu li- 
nearen Gleichungen bewährt sich auch beim Beweise des folgenden Satzes. 



Es set 






11 



. . . C 



'm,1 • • • 



],m 



m,m 
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C 



ik 



1>, 



(/,* = !, ...,wi;m<:t»») 



^1,/t 



C 



tn„l 



^a,l • • • ^a,m ^ a,fi 



= Eia , (i) 



(a,/i9^m f l,...,n) 
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dann ist 

(i) |E(a,^)| = !)«-'»-' C. 

(«,,?- ni +l,...,n) 

Um dies zu beweisen, gehen wir von dem Systeme der Gleichungen aus 

(2) Sj5(a , [i)Xii = o (a,;9-m+l fl) 

und nehmen an, die Determinante auf der linken Seite von (i) sei o;* 
dann können die x so gewählt werden, dass sie, ohne sämmtlich zu ver- 
schwinden, (2) befriedigen. Zugleich ist (2) identisch mit 

(3) L - Vt— ^^^.'^^.^ + ^^?^«.,.'.^,^ = o. («.f.r4T;.:.) 



de, 



.'«-!-! 



Addirt man zu (3) die fttr alle rc^ , ^r^ , . . . , x^ identisch erftlllten Gleich- 
ungen 

rdE(a ,m '\- i) ^ ^ /*-! m \ 

* aCi.,^ + 1 j. *"^ ' j. "'^ ^ \/ = l....,m / 

80 entsteht 

(4) Z. ^, \ ^^x..-^*. + ^^c„,x, = o. <^i.....n 

^P ^'^l^.m + l i ' t ' \rt = m + l,....n/ 

Wählt man nun die noch unbestimmten x^ , x^ y . , . ^ x„, so. dass 

(5) ^c,,Xi = o G:l;:::;:) 

wird, dann folgt aus (4) dass auch alle 

(6) ^c^,x, = o arr:'.:;;"-) 

werden. Bei den letzten Schlttssen war vorausgesetzt, dass D nicht ver- 
schwinde. Känn man nun (5), (6) befriedigen, dann folgt, dass auch C 
verschwindet; d. h. ist (lie Determinante \E{ol , p)\ Null, so ist entweder C 
öder B NtdL 



^ Mit soloheD DeterminaDteD besohttftigt sich KRONECitER, Journal fttr r. u. a. 
Mathematik, Bd. 72, S. 152, 153 
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Uragekehrt ruft C = o , D 4= o das Verschwinden von , E{a , /9) | 
hervor. Denn wenn C = o ist, känn man die rr^ , . . . , ir„ so wählen, 
dass (5), (6) erföllt sind, ohne dass die x sämmtlich NuU werden. Dabei 
känn man annehmen, dass eins der x^^i , . . . , rc„ nicht verschwindet, weil 
sonst wegen D 4= o unter Beröchsichtigung von (5) uuch alle o^j , . . . , a;,„ 
Null wtlrden. Eliminirt man jetzt aus (5) und je einer Gleichung von 
(6) x^y x^j . . . y x^, so kommt man geradezu auf (2) zurttck. Die De- 
terminante von (2) ist also auch gleich Null. 

Es sei ferner D = o. Wäre nun der Satz, dass |-E(a,y5)| dann 
auch verschwindet, schon fttr einen Wert von n bewiesen, so gälte er 
auch för n + i. Denn fttr diesen Fall brauchte man nur \E{ay ft)\ nach 
den Elementen der letzten Colonne zu entwickeln; die Adjuncten sind 
sämmtlich ähnljche Determinanten von einer um Eins niedrigeren Ordnung. 
Es reicht also aus, den Beweis fftr n = m -\- 2 zu*liefern, d. h. zu zeigen, 
dass mit D auch 

E{m + I , m + i) E{m + i , m + 2) 
E{m + 2 , IM + i) E{m + 2 , ;n + 2) 

verschwindet. Entwickelt man die E nach Elementen der letzten Zeile 
und der letzten Colonne, und beachtet dabei Z> == o, so entsteht die Form 






wo die Summation sich auf alle i y k ^^ i , . . . , m bezieht und die P,^ 
Subdeterminanten von D sind. Die Determinante zerfäUt in eine Summe 



i,k,i',k- 






7 , ^k,m + l ^k', m + 2 -^ik ^i'k' 



i, k ; <',*■ 



'm + l,i ^m-H.i* 



^m + 2,< ^*m+2,i' 



= O, 



da die letzte Determinante entweder Null ist, öder durch eine andere 
zerstört wird, bei welcher i , i' vertauscht sind. 
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So ist gezeigt: Ist C = o, öder ist 7) = o, so ist auch E{a , fi) \ 
gleicli NulL 

Da die Detenninantc der E homogen in den c ist, so känn nian 
schon nacli dem erstcn der beiden erhaltenen Resultaten (vgl. Hensel, 
Acta mathematica, Bd. 14, S. 319) 

setzen, wobei die 7 von den c unabhrmgig sind, und stets 

H/i + iiiu = {fil + 0(^^ — ''O 

sein muss. Nimmt man alle ausserhalb der Haiiptdiagonale in C ste- 
henden Elemente gleicli o, so wird die Determinante der E gleich 



(Cj 16*22 . . . C,„„j ^'wii i,m+i ^*TO + 2,f« ; 2 . . • c 



nn 9 



daraus géht sofort hervor, dass nur ein Wertepaar /i = i , i; = w — m — i 
den Bedingungen gentigt. 

Hierdurch ist der zu Anfang des Paragrafen aufgestellte Satz be- 
wiesen. 
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Ober einige for primzahlen charakteristische beziehungen 



VON 

JACOB HÄCKS 

io CKEFELD. 



Es seien m und n zwei beliebige positive ganze Zahlen. [x] sci die 
grösste in x enthaltene ganze Zahl. Stellt man dann die Gleichungen auf 



m = 



[2m"| , 

(n — i)m = p — n7~r ^ '""' 
und addirt, so kommt 

, v mn \n — i ) v^ I «tn , v^ 

(O -^1 — = « r Lv + r '••• 

Bezeichnet man jetzt mit d den grössten gemeinschaftlichen Teiler von 
tw und n und setzt in = m'd , n = n'd, so dass m' und n' relative Prim- 
zahlen sind, so ergibt sich leicht 

(2) Z^r,=o = 

1 

Setzt man diesen Wert in (i) ein, so folgt 

(3) ^ M ^ — 



+ 



2 ' 2 

Äeta mathemaiiea. 17. Imprimé le 3 marti 1893. 
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Sind M und n relativ prim zu einander, so wird d -- i und 

""' " • (ni— l)(n- I) 



(4) I "1 = 



1 

Bezeichnet jetzt p dne Priuizahl, so ist p relativ prim zu 1,2,3,..., j) — i- 
Setzt man also in (4) n = 2^ ^^^^^ ^^^^ ^'* ^^'^ lleihe nach die Werte 
I ) 2 , 3 , . . . , /; — 1, so entstehen die Gleichungen 

;>-i 



— — > 



2[|'J=-''^ 



— I 

-^ I /> I 2 

1 



rm 



— " o ! 



/'-I 



(/>— On / ^Ni>— I 



£ [^ii^-] = (, _ 3) , 

durch deren Addition man die Beziehung erhält 

y=p—\ i=p— 1 .- .. . . o 

(5) I I ff hC^lCi--^). 

welche ohne Anwendung von Summenzeichen folgende Gestalt hat: 






Diese Beziehung gilt nur fiir Primzahlen, wie sich leicht aus dem Um- 
sfande ergibt, dass nur eine Primzahl p die Eigenschaft hat, relativ prim 
zu den Zahlen i , 2 , . . . , /> — i zu sein. Die Gleiclmng (5) ist also fiir 
Primzahlen charakteristisch . 
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Setzt man in (4) m =p und n der Reihc nach gleich 1,2,3, •••, P — i , 
so erhält man in derselben Weise die Gleichung 

^"■+[<-^]=(''^)v-^), 

welche ebenfalls fttr eine Primzahl p charakteristisch ist. 

Eine ähnliche Gleichung erhält man aus der bekannten för zwei 
beliebige positive relative Primzahlen m und n gttltigen Beziehung 

I m + 1 m = m 

(Gauss' Werkc, Band 2, S. 9), indem man n gleich einer ungeraden 
Primzahl p und fQr m der Reihe nach die Werte i,2,3,...,jp — i setzt: 



p 1 



m+xm—'-^ 



t>- 1 



im+im=--^-7" 



1 



rm+zm—^-^ 



1 



? [f] + ? m 



'Pf 1 = 2 ^"" ^ 

2 



/' i 



wvxm-''-^ 



(p — 1)« 



r[^']+i:[?^]=^-^^-i^ 
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Durch Addition dieser Gleichungen ergibt sich 



if~p-\ t 



(7) 



I f[a+"f"im-e-^)" 



Auch diese Gleichung ist för eine Primzahl p charakteristisch, wie 
sich daraus ergibt, dass fQr zwei beliebige positive ganze Zahlen m und 
n mit dem grössten gemeinschaftlichen Teiler d die Beziehung besteht 



(8) 



I [T] + 1 = \m\ + 1 j] 



(ef. Acta mathematica, Band lo, S. 34). 

Die Gleichungen (5), (6) und (7) haben die Eigenschaft, dass sie 
ausser j; nur bestimmte Zahlen enthalten. 

FQr den o^rössten o^emeinschaftlichen Teiler d zweier Zahlen m und 
n ergeben sich aus (2), (3) und (8) bezw. folgende AusdrOcke: 



n' — 



(7 



M-l 

2 E r, 

1 



n 



d 



= 2 



? I v] - 



O 






«m" 



n 



mn -f- ^/* + n\ 






+ 



^?e'|-<?l|3' 



oder 



f"-l f"! 

"■==i[.J+^i:l»|-MiJ+'' 

je nachdem die Zahlen m und n beide gerade, oder wenigstens ,eine von 
ihnen ungerade ist. • 
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SUR LE CAS TRAITÉ PAR M"" KOWALEVSKI DE ROTATION 
D'UN CORPS SOLIDE PESANT AUTOUR D'UN POINT FIXE 

PAB 

FRITZ KÖTTER 

å BERLIN. 



Dans le 12 volume de ce journal M*"** de Kowalevski a publié un 
mémoire qui constitue un progrés important et réel dans Tétude du 
mouvement d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. Aux deux cas 
déja connus de ce probléme elle en ajoute un troisiéme dans Thypothése ou 
les cosinus directeurs de la direction de la pesanteur, et les trois composantes 
de la vitesse de rotation s^expriment dans le vöisinage d'une valeur finie 
du temps quelconque méme complexe sous la forme 

Ce cas est caractérisé par ce fait que deux des moments principaux d'inertie 
sent égaux entré eux et doubles du troisiéme et que le centre de gravité 
est dans le plan de ces deux moments principaux. Dans un mémoire 
pöstérieur (tome 14 de ce journal), M°** de Kowalevski a démontré que 
ce cas est le seul en dehors des deux précédemment connus qui jouit de 
la propriété annoncée. Dans ce cas en dehors des trois intégrales géné- 
rales des six équations différentielles pour les composantes de la vitesse 
de rotation et les cosinus directeurs de la direction de la pesanteur, il 
existe une autre intégrale algébrique de maniére que le probléme est ra- 
mené aux quadratures. Au moyen de ces quatre intégrales il est possible 

Aeia tnatfumatiea. 17. Iropriioé le 29 octobrc 1892. 27 
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d'exprimer les six grandeurs en question au moyen de fonctions hyper- 
elliptiques de deux arguments. Il résulte encore des équations dififé- 
rentielles du probléme que ces arguments sont des fonctions linéaires du 
temps. Quant aux six cosinus qui manquent encore, M"® de Kowalbvski 
déclare qu'on peut les représenter aussi au moyen des fonctions théta, 
mais elle renonce a faire le calcul a cause des difficultés qu^elle prévoit. 
On peut éviter ces difficultés en exprimant d'une maniére convenable 
les trois cosinus de direction. Pour le cosinus directeur f de l'axe prin- 
cipal d'inertie distinguée, M*"® de Kowalevski a . déjä obtenu une iex- 
pression relativement simple, a savoir une fraction dont les deux termes 
sont des fonctions linéaires homogénes de trois fonctions hyperelliptiques. 
Au contraire pour les cosinus f et f qui relient les deux autres axes 
du corps avec la pesanteur, se présentent des fractions tres compliquées 
dont le dénominateur est le carré du dénominateur de y-", et dont les 
numérateurs sont des fonctions homogénes du 2^ degré d'un grand nombre 
de fonctions hyperelliptiques. Ces expressions peuvent se raettre sous 
une forme beaucoup plus claire si on calcule /^ + ?y , x — ^T '• ^^^ deux 
expressions sont des fractions dont les numérateurs et dénominateurs sont 
composés d'une maniére relativement claire linéairement au moyen de 
six fonctions hyperelliptiques. Gette forme induit a étudier au lieu du 
mouvement des trois axes le mouvement d'un troisiéme systéme de coor- 
données dont la position est bien déterminée a chaque instant par rapport 
au systéme de coordonnées précédent. Les cosinus directeurs des nou- 
veaux axes et de la verticale sont des fractions dont les numérateurs 
comme le dénominateur commun sont des fonctions linéaires et homogénes 
de fonctions hyperelliptiques. Un examen attentif des coefficients de ces 
expressions montre qu*on peut les représenter plus simplement au moyen 
de fonctions hyperelliptiques de deux arguments dont les valeurs sont 
naturellement constantes. Indépendamment de la valeur des quatre argu- 
ments ainsi introduits, les trois fonctions de ces arguments satisfont ä la 
condition caractéristique pour les trois cosinus directeurs d'une droite avec 
trois axes rectangulaires, en outre elles satisfont ä certaines équations 
différentielles partielies, dont une autre solution est de grande importance 
pour Tétude du mouvement d*un corps solide dans un fluide. Cest cette 
circonstance qui dans ce cas comme dans Tautre fournit une détermina- 
tion simple et naturelie des six cosinus directeurs restants. 
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Dans ce qui suit je développerai les resultats auxquels j*ai arrivé 
de cette maniére, et méme déduirai les quantités obtenues par M°*® de 
KowALEVSKi, pour les avoir sous la forme la plus commode pour les dé- 
veloppements suivants. 



% 1. Les équatians differentielles et les quatre intégrales algébriques. 

A un instant donné la position d'un corps qui tourne autour d'un 
point fixe, est complétement déterminée par les cosinus directeurs de deux 
systémes d'axes de coordonnées rectangulaires dont Tun est fixe dans 
Tespace, et Tautre fixe dans le corps qui tourne. Le systéme d'axes 
fixes dans Tespace S^II^Z est choisi de maniére que Taxe Z soit dans 
la direction de la pesanteur. Le systéme de coordonnées fixes dans le 
corps nest pas encore déterminé par la condition de colncider avec les 
axes principaux d'inertie, parce quici deux axes principaux d^inertie 
sont égaux entré eux, et que par suite toutes les directions d'un certain 
plan peuvent étre considérées comme axes principaux d'inertie. Nous 
supposons donc le systéme d'axes choisi de maniére que Taxe Z colncide 
avec le plus petit axe d'inertie, et que le centre de gravité du corps 
soit sur la partie positive de Taxe des X. Nous désignons avec Kirch- 
HOFF les moments principaux d'inertie et la masse du corps par P, ^, it 
et M et par x^ la distance a Torigine du centre de gravité et par g 
laccélération due a Tattraction de la terre. Les cosinus directeurs des 
trois axes du corps avec la verticale sont fi ^ T2 ^ Tz ^^ ^^^ cosinus direc- 
teurs avec les deux axes horizontaux seront «! , a^ , otg , y^j , /J^ , /Jg. Dans 

notre cas on a donc 

P= Q= 2B. 

Par un choix convenable de Funité de longueur on peut prendre 

B = M 

' et par un choix convenable de Tunité du temps on peut faire que 

9^0 = I 



212 Fritz Kötter. 



^dt-^'^ 


dt 'r. 


dg 

'dt ^'" ^^' 


du 

åt pr. 


dr 

dt ^» ' 


dt == ^r. 



alors nous obtenons pour les composantes de la vitesse de rotation et pour 
les cosinus directeurs /'i , /'^ , /'g les équations différentielles suivantes 

dp dy^ 



n^ 



De ces équations dififérentielles on peut déduire quatre équations intégrales 
algébriques, a savoir d'abord la relation entré les cosinus directeurs 

fx + f2 + r\= h 

secondement Texpression du théorénie des aires 

2 {PTi + m) + »Ts = 2^ 
troisiémement le théoréme de la conservation de la force vi ve 

2{p' + q') + r' = 2r, + 61, 

et quatriémement une intégrale spéciale a laquelle on arrive de la ma- 
niére suivante. 

On reconnait facilement que par suite des équations dififérentielles 
on a les équations 

^{(p + iqy + n + tJ = — ir{{p + iQ)' + n + inl 

et 

jt{{p — ^qY + n —in) = + mp — ^qY + n — ^rj- 

D'ou il résulte iinmédiatenient 

[{v + i<iy + n + >rMp - i<iy + h- <r. \ = k\ 

ou k désigne une constante reelle. 



i 
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g 2. JReprésefttation des six quantités ri ^ r» ^ Ts » P * 2 ^ ^ ^^ moyen 

de fonctions hyperelliptiques. 

Déja M°*' de Kowalevski a ramené les quatre équations intégrales 
ä une autre forme en introduisant au lieu de Ti^ Ti'» P ^ ^^^ ^^^ quatre 
quantités 



x^=p + iq, x^ = p — iq^ 

^i = (p + ny + r, + »r,. ^, = (?> — kV + n — 'V, ; 

alors les équations intégrales dcviennent 

(I a) ^,e, =ft«, 

(Ib) r' = 6l,+^^+5,-{x,+x,y, 

(i c) r;-, = 2l — X,5, — ajjf, + x^x,{x^ + x,), 

(i d) ^J = I — Ä» + xl^i + x\$, — x\xl. 

En éliminant de ces équations les quantités r und ;■, nous obtenons 
l'équation 

(2) ^,B{x,) + ^M^,) + iJxK . ^,) + A'(^x — ^J' = o» 

ou on a pose pour abréger 

(3 a) R{x) = —x^ + 6iy + 4/rr + I — k\ 

(3 b) R^{x^ , rrj = — ehxlxl — 4^^a(^i + ^^) — (i — A')(^i + ^^Y 

+ 6ij(i— ^-') — 4^^ 

Nous pouvons évidemment convenir que k sera une valeur positive, et 
poser alors yjf^\'$^ = ^•, si nous convenons aussi que y/J^ et y/$^ repré- 
sentent des valeurs imaginaires conjuguées. De (i a) et (2) nous tirons 
alors les équations 
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Or, on a 

= X\x\ — 12l^x\xl + i6l\xlxl 4lx]xl{Xi + iCj) + 2/^l^lx^x,{x^ -{■ X,) 

+ 4^>, + x,y + 2(1 —k')x\xl + 12l^{l—k')x,X, 

= (— x\:rl + 6l^x,x, + 2l{x, + x,) + {i — k'))' 
ou 81 on pose pour abréger 

(3 c) R{X^ ,X^)=— X^xl + 6l^X^X^ + 2l{x^ + iC J + I — k\ 

B{x^)R{x^) — {x^ — x,yR^{x^ , «,) = B(:r, , a;,)*. 
N0U8 obtenons donc 



Si nous posons 






-Ä 



.2 



(4) t, 



B(*,,«,) — v/Ä(x,)V7e(a;,) 



(»'. - *.)• 



^ = 






nous obtenons 






X, X, 



X. X. 



et par suite 

(5 a) 



= (<, ± m, + k) 



Vf. r4r^ = ; (Vc^. + ^)(<, - Ä) + Ve-. - m^ + k)), 



X, »., 



(5 b) 



n/^. y^'-- = I (v^e. + *)(<. - *) — >Jit. - m. + k)). 



X, — X. 



En vertu de l'équation (4), on peut exprimer les quantités x^ , x^ 
de la maniére suivante au inoyen de ^^ , t^. Comme on le voit facile- 
ment, ä chaque systéme de valeurs t^ , t^ correspondent 8 systémes de 
valeurs x^ , x^. Les grandeurs x^x^ et x^ + x^ ont une relation ration- 
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nelle aussi bien avec t^ + 1^ qu'avec t^ t^ , et chacune de ces équationg 
est du second degré en x^x^ et x^ + x^. D'aprés Téquation (4) les 
grandeurs t sont les racines de l'équation 

qui peut aussi s'écrire 

Le numérateur du dernier terme de cette équation peut 8'écrire de la 
maniére suivante 



4.(1 _r + M')(a;, +ic,)' — 4?w(aJ, +^,) + 4^' — 6/,(i — A») — 2(1 — &')« 

+ [2(«' + (1 - ä:'))(« + 3/,) - 4n(|r^^- ')• 
Si nous posons maintenant ^+3/1=5, w + 3/^ = ^ et 



nous avons 



(6) {s-zy-2 g^-' - -'> 7,^^r4;>^'- "^ '^' (^ - ^) 

4. / /- ^*^»— ^ + 3^ 2^ a;, + a?, y ^ y(g) / (a;, + a;,)' \ ^ ^^ 

Si nous appelons ^1,^3,^3 les racines de Téquation f>{z) résolue par 
rapport a z, alors pour z = e^ les produits {s^ — 0^(5, — ■ e^ deviennent 
les carrés de fonctions rationnelles de x^ et x^ nous obtenons les équations 

. — x.x^ — Ca + 3/, . 2Z a;, + 35. i 



»i — *i v2e« ""i — * 



k 
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Et si nous les multiplions par %-^ , -7= » V--^ (^a + O et si 

nous ajoutons 



Si les racines sont choisies convenablement, on peut poser 



2I = \J2ea^efiey] 

nous obtenons alors 

ou les signes des radicaux peuvent toujours et doivent étre choisis de 
maniére que 2^/^= sfiT^sfiey. 

Nous obtenons tres simplement les grandeurs j ^^^' et ^ — 5^^ de 

la maniére suivante. On a 



»j ^% *i *j 






I Ä(a?,) +//(«,) +(a.J-aj;)«-2v/i?(a:,)v'/e(a?,) 



2 («i — «») 

d'ou il résulte 



!^-.^)'= ".-(-. +-.)"= 






on a de méine 

3 



(^+.^)-'.-(^.+^.)'- 
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Mais lorsque s = s, Téquation (6) a lieu pour toute valeur de z. Si on 
pose z = s^ on obtient 

ct par suite 

2«, — {^i + a;,)' = i^)(2«i(^,'»9 + 3^ — «,) + 2/(rr, + x,))'. 
Par un choix convenable des signes des radicaux on pent donc écrire 



^^^-i^= -JT^. (2M^..-, + 3/. - .,) + 2lix, + .,)), 



«, — ar, «, — «, v'2V'f(«.) 



,^ + ^ = - ^J^ (".<^.-. + 3'. - ».) + ='<^. + -.))• 

Des signes des deux radicaux y/f{8^ et y/f>{s^) Vun seulement est arbitraire, 
parce que -R(rr,) et R{x^) s'expriment rationnellement au moyen des quan- 
tités yj{8^ — ea)(«, — Ca). En multipliant les deux équations nous obtenons 

Ä(a;,)-fi(a?,) ^ _ i 28^{x^x^+ il^-8,) + 2l{x^+x^) 28^ {x^x^ + 3l,-8,) + 2l(x,+x,) 

Si nous multiplions le premier membre par x^ — x^ et si nous donnons 
alors a x^ ^ x^ la inéme valeur tres-grande rr, alors nous obtenons 
— 4ic'. Si nous désignons par e Tune des valeurs +1 ou — i, on 
peut écrire 

Cest pourquoi en opérant de inéine sur le second membre, nous obtenons 
la valeur — 4^0;'. Nous avons alors a poser pour e la valeur + i, ou 
en d'autres termes, a choisir les radicaux yj^{(\) et y/^(Äj, de maniére que 

Aela mafhnnntii^. 17. Iinpriiii6 lo IG dtVenibrc 181)2. 28 



% 
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On a de plus 



2«(«,aj, + 3^ — «) + 2Z(aj, + «,) 






^^(«) 



,— — V 2e a(a;tjc^ + 3^1 — gg) + 2l{x^ + a?J 



^(ea)(«— Öa) 



V2ea >/(«! — 6a)(5, — e«) 



= Äöcx. - «.) r ^1*^^^^^^ 



„^£ 



^2ea ^(S, — eaX», — Co) 



= — 2y'jp(«) 



v/2ea 



S 7(^ n/(«. - «-X*. - «-) 



D'apré8 cela nous obtenons 






«, — », ^ ^ ^2e, 



(8 b) v^(^i) _ 4. JL ^^ y(^«) \^i ~j^ ^ ^ ^«/ 

De plus on a 



et par conséquent 



^ la.. —<r.\* ~- V«l — *»;> 



v*, — xj », —«,«, — «,' 



Nr{x,) \-' ^ 2_ v/lK) . 

ainsi nous obtenons de (5 a) et (5 b) en posant 

— * + 3^1 = e,, + A: + 3^ = ^. 
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v/f. = + T-zrr IVC». - «J(«. - «») + y/(.»i - «.)(«. - "4) 1 



«. — « 



■^ y (gg) \«i — gg «, — gg/ 

^2 22 -^^ v'(»i — ««X«, — ««) 
\/^ = —- 7 {^(»1 — «tX»t — «.) — ^(». — «.X». — «4)} 



n/^i: 



P'(«a) 



V^(«i — «aX«t — ««) 



N0U8 déterminons les expressions y/(8^ — ej(«, — ej et V(«i — ej(», — ej de 
maniére que Ton ait 



>/(»! — ^X*. — e*) v^(«i — Äft)!», — ^5) = >/(«! — ^X^ — 05) v^K — «»)(^— ^4)' 



De plus nous déterminons ^/(g^ — ej(«, — ej et V(«, — cj(«,— ej au 
moyen des équations 

VK — ««X«. — «*) VC^i — ^X«i — «») = (^1 — ^4)\/(«i — «6)(^ — ^)' 



V^K — «4)(«1 — ^) V^C^ — «4X*, — «») = (^« — ^4) V'(«l — «4X«, — «5)- 



De plus nous posons 



S^ = \/(«^— ej(5;9 — ejV^(«^) 



=^ 



n(«,9 — ej, 



•P« = \/(«t — «aX^ — ^a) 



(^-1,2) 



(a=l,«,8,4,5) 



de maniére qu'on ait aussi 



s,s,=UK' 



5 



Enfin nous désignons par P^ TexpreBsion 



PgPfi 



«. 



8. 



(«, — ««)(«, — efi) (», — g«)(«, — e.fi) 
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Cela pose, nous pouvons écrire 

(9 b) Jf = ^f>.) - J-9-M -. 

Or, on a y/<f^ yj^^ = k. D'oii 

Les grandeurs f^ et c^ elles-mémes peuvent s'exprimer par 



(loa) P =Ä;-^-^ 



V^gg p >p yh^ p 

(lob) A =-- A; ^ ^'^^ " ^^'(^«) 



Des grandeurs f et rr on tire alors les grandeurs ^i = T*! + ^^2 yV^^^Ti — ^T^ 
au moyen des équations y^ = f^^ — x^^. 

Or les expressions de x<i et a;| peuvent étre transformées de la ma- 
niére suivante. 

Des équations (7) il résulte 

(I I a) X,- "^^^^-^ 



(i i b) X 






- v/2 



V-Yi^ P 



fX^a) 
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N0U8 ajoutons aux dénominateurs et aux numérateurs de ces fractions 
respectivernent le facteur 



Or, on a: 



>]^^a p 



9\^a) 



a4 



-r 






«t rs^.+i 



vM 



\l2ea 



P«., 



\l2ea 



\]e^e-^ 



yl^ea 






v'2e 



~Si^(W(^^'^~'^^^''^^* 



T 9M », — », 



I 



s. 



iS. 



(«i — «iffX«i — CyX«i — ^4) (^ — «i»X«, — CyX«8 — ^«) 

5 



et cela devient en vertu de S^S^ =11 F^ 



a=>l 









On a donc les deux équations 



\/«^' 



Lp 



£ 






V^^eg p 



Par suite on peut séparer dans le nutnérateur de x^ et de x^ le facteur 



I 






P,., Nous obtenons donc 



(i2a) 



I 



\/«/j' 



^1 = 



L p 



yx 



9>M 



s 



v v^^^« p 



(I 2 b) 



a;, = 






v/2fg 
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Pour obtenir x] et x] nous multiplions les deux expressions de x^ et celles 
de x^. Au numérateur sMntroduit alors la somine et la diflférence des deux 
expressions 

/y y/^r p \/v^ yf^r p\ y ^^fi^ p 

\^ <p\ea) ^-V V^ fiea) ^V 2^ V\ea) ^^' 

Parce qu^on a 
et par suite 






nous obtenons pour la premiére des deux expressions 



Mais on u encore 

et e^5 + gy — ^a = 2 (3^1 — e^. De plus Texpression 2^ ~"7~T ^ réduit ä 
zéro, et Texpression eritiére peut s'écrire 



V^ 2e«(3^ — g«) p p I V ^>l^^^riih — ^fi) p p 



Alors on a 



-(i^^.)(r^(3',-«.)n.) 



^ — 



a5 



V Sl^^a p V yj^^a p 



V^*^ (^1 ^\T> I V*' ^2^ 



X^ — 



_ rig(3^-oi^ + r ^ (3i. - ..) p. 
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au moyen des valeurs données plus haut pour f ^ , f ^ nous bbtenons 
de plus 

(13a) ?/. = e. -x\ = ^=^^^ — p= ^ -, 

(13 b) y, = ^2 — ^3 = — ^^^^^ ^^^-^ 



Le cosinus directeur qui manque encore, et la composante de la vitesse 
angulaire qui reste a déterminer se tirent des équations (ib), (i c), (i d). 
Si nous les multiplions par x\y 2X1, i et a?2 , 2a?,, i, nous obtenons 

K + nY = -RC^J + (^. - ^,y^,> 

tandis qu'on obtient en les multipliant par x^x^, x^ + o;, , i 

{rxi + r. )(*•«', + r,) = -^(^1 > »»)• 

Par suite de ces équations le signe de Tune des grandeurs est déterminé 
par celui de Tautre. Les deux premiéres équations peuvent 8'écrire 






et 






_ , ■ (n/(«i — g4X*t — ^5) — \/(«. — «»X». — ö)* 



tandis qu'on a 






«. 



k 
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Il va de soi quici tous les radicaux ont la signification donnée plus 
haut. Les seconds membres des deux premiéres équations peuvent éncore 



8'écrire 



(V^C^I — ^X«, — «5) + s/(«,— «4X«, — «5)) 



et 



(v^(«i — «4X«, — ej — yj{8^ — e,X«, — ej) 



Nous n'avions rien fixé de plus pour le signe de P^ et de P^, si ce n'est 
que leur produit flit egal a y/(s^ — e^X«« — «7)V(*«~ ^X«i — ^J- En disposant 
convenablement du signe de ces grandeurs nous pouvons poser 



TX 



1 + r« _ v^C^i — gjX^ — gft) + v^C^i — gjX^ — gft). 



v/Ä(a;J «i— «« 



alors il vient 



rx 



« + n _ V(«i — ^aI^x — \) — v^(», — ''iX^s — «6) 



\/fi(«,) *l — «• 



De ces équations on tire 



^. _ \/(^, - g4X^ - ^) slR(^+slli{x,) sljs , - eji^, -^ e,)s[R(xJ^ s/Bjx,) 



^ V(g» — ^4X^1 — ^5)^1 yJlH^i) + »i V^(a^«) 



*l *« *l *1 



»1 — »t «. — «. 

Au moyen des équations (8 a), (8 b) on tire ensuite 



' ^^~" v/ ^ 



I 



v/sea 



Or, on a 
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et par suite 
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de maniére qu'il vient 



(13) 

On a de plus 



r = 



V2- 












Pa 



V. a» V 1 2/ 



«. X 



ar, + «, v^ÄC*.) — VfiC*.) v'Ä('<'.) + V^ÄC*.) 



af, — ar. 



X X 



ar, —ar, 



- (ar, — ar,) 
V2 



I 



\/2ga D 






+ (r^).7:f;r)N/^ 



Le second terme dans la parenthése peut s'écrire 



I 



<p{ea) («, — e^)(«, — C;.) 



= -5: 






=-i 



v/2c«(e^— e^) PyP^ 



;9^ V\^fi)f\^-i) ^ — «A 



:mO' 



tandis que le premier terme devient egal ä 



v/f(^)5I 



\l2ea^efiey P* 



^^;^=^ + V^)^ 



\Jeae^\l2e^ P^Py 



(^'{fa))* ^1 — ea 



^^f'(^/j)f'('?r)«, — ^/s' 



de maniére qu'on a pour la somme dans la parenthése Texpression 



— — ^ \/2€ayJe^ey P* — — ^ \/2g^ve^ e.^ ^^^r 



j|«la mathematioa. 17. Tmprimé le 14 décenibre 1892. 
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Si on remplace enfin x^ — x^ par sa valeur, on obtient définitivement 

(14a) ..v/«(..)-..v//^ i^) ^ ^-^— ^ <pXe)., - ^^ 

D'une maniére toute semblable on obtient 



«« V'^(«i) + «i \/^^ (^s) - /— T-T -^ V^'M ^ — « 






£ 



*!""*« ' " ' "' V^ v/2Pa 



En se servant de ces valeurs, on obtient, de la méme maniére qu'en dé- 
terrainant r. 



\]2ea 



Pour la détermination des grandeurs 5^ et s^ comme fonctions du temps 
nous procéderons comme il suit. On a, comme il est facile de le voir, 



sjR{x,) — sJU{x,)_ ds, ds^ ^—- 

— — + 2^2 ^ _y Vy(g|)> 



«1 — «t 



3a;j aj?. 



— rir^ — 2 y^2 — — — v?'(^)> 



aa;, a», 

aj, — ^ — «, — - 

,- 'a». 'a« 



+ ^2 J_^ — v/y(0> 



JCj «^ 



«, — «, "I V 3^^ y^.^ _ 3,^ / 2 v?'^^; 



aa?, aj?„ 
a?. — — *i — 



= — ^yj2 — J _.^ ' v/s^K) 
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et par suite 



2 ^2 Vf («.) ^ = — VR(«.)' 2 v/i"v/f («,) ^ = v/fi(a5,)- 



Par suite entré x, et x^ d'un cöté, 5, et 5, de Tautre existent les deux 
équations différentielles 

I— <^«'i <^'i <^«, 

(i6a) 2^/2-^^ = 



v/Ä(*.) VfC".) vVC".) 

— da?» ds. ds^ 

Mais on a de plus d'apré8 les équations difiPérentielles du probléme 



2 ^'^i ^ i ^*i + r. ^^ ^ ^ VC*! — giX". — g.) + v'(». — c«X*, — g») j^ 



En nous servant de ces deux équations, nous tirons 





d«j . ,— dt 

8, > S, 8, 


• 


ds^ 1 • /— ^* 


et par suite 




(17 a) 


'«''+'«'•- *^ 


07 b) 


d«- , ds^ 

s. + «: - °- 
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§ 3. Décofnposition du motivement. 

Si on désigne par u + iv une grandeur complexe de module i , alors 
les grandeurs /-J et f^ qu'on tire de 

n + «ri = (n + in){^ + ^^) 

et la grandeur y^ peuvent étre considérées comme les cosinus directeurs 
de la verticale par rapport a un nouveau systéme de coordonnées dont 
le 3* axe se confond avec Taxe des Z fixe dans le corps. Le premier 
axe du nouveau systéme forme avec les axes des X et les Y les cosinus di- 
recteurs w et — v, pendant que le second a les cosinus directeurs t; et ti. 
Le mouvement relatif du nouveau systéme de coordonnées par 
rapport a celui qui est fixe dans le corps est donc une rotation autour 
de Taxe des Z de ce dernier avec la vitesse angulaire 

. dlnCu — iv) . d In (n + iv) 

p--' — di—-' — dt 

Les composantes de la vitesse de rotation du nouveau systéme par rapport 
aux axes fixes dans le corps sont donc 

De la résulte que les composantes de la vitesse de rotation du nouveau 
systéme par rapport a ses propres axes se déduisent des équations 

P' + iq[ = {p + iq){^ + iv), 
r' = r •\- p. 

Nous savons que ^/^ et ^/f" sont deux grandeurs conjuguées dont le 
module est k. Nous pouvons donc considérer 

u -f iv = ^ et ti — IV •■= ^~ 

sjk sik 



4 
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comme des grandeurs qui satisfont aux conditions requises. Coinme on 
a 2A == e, — e^y on tire en se servant des équations (9 a), (9 b) 



(18) u + iv 



—rz — : ^ai + 
_ <P (g«) ' 



I ^^ ip (ea) ^^ if (e«) 



et encore 

(19) r; + iri= ''^"^ "^^'^ 



v/ö, — «4 y^ v^ p^ 

Vv^f^p TVv(f£frp 
(20) i>' + ig' = - .^^ ^y(^-) _^^K 1_ 

Nous avions déduit plus haut 
Par suite on a 

. d \u{u + iv) i d Inf, r 

P ~ * dt ^2 dt 2 



= ir. 



et encore 



V v(?f^p 
•'=r + /? = -f = -;= ^^ 



v/2 6a 

(21) 

De la se déduit Tenseanble suivant de formules 






/I — /- ' 


52 -^^ («« - «») ^«» 

-• ^^ <p (««) 


^-' f (««) 


^(«. oL.^::/. 



. _ ^ <p\ ea) "^''^ 

/3 — /- 
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\ 



/ //. N * a4 7 '/ \ -^aö 



V V'g« T. 



\/2 ^ y^« 









M = ■ =- > V = t 



Ccs grandeurs satisfont aux équations différentiellcs suivantes qu'on dédutt 
facileraent des équations différentielles du probléme ' 

(22 n) 
(22 b) 
(22 c) 



(23 a) 



(23 b) • 



(23 c) 



(24 a) 



(24 b) 



dr\ 
dt 


- ry:, 


- q'n, 


dr'% 

dt 


- P'n 


-r'ru 


dn 
dt 


- y v; 


-P'r'., 


^dp 
'dt 




nv> 


d<i 
^'dt 




ri«» 


dr 



"dt 


- /-;w f.v 


du 
dt 


z=sz 


r'v, 


dv 
dt 


— 


r'u. 
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§ 4. Representation des coefficients de y\ , u^n r v , q , r au mayen 

de fonctions hj/perelUptiques. 

Pour la détermination des cosinus directeurs du nouveau systéme 
par rapport aux deux axes horizontaux du systemc fixe dans Tespace il 
est d'une extreme importance que les coefficients constants dans les ex- 
pressions précédentes puissent s'exprimer au moyen de fonctions hyper- 
elliptiques. 

Cette representation dépend essentiellement de Téquation 

(25) ^{z) = ziz" — 6\z + 9/J + 1 — k^) — 2P = o, 

dont les racines sont les grandeurs e^^e^ye^. Nous pquvons Técrire aussi 

^{z) = z{z — e,){z — e^) + z— 2l\ = o, 
de maniére que pour une valeur quelconque de ;8? on a 

2V — z = z{z — e^[z — ej — {z — e^){z — e^){z — e^). . 

Si nous posons z = e^ (a = 1,2,3), nous obtenons 

2p — e^ = ej^e^ — e^{e^ — e^, («-i,2,8) 

Mais si on a ^ =? Cj, d désignant Tun des indices 4 ou 5, nous obtenons 

2V — ö^ = — (e^ — e^{e^ — e^){e^ — e^ = {e^ — e^){e^ — e,){e, — e^). 

Si nous attribuons aux grandeurs y/éj , ye^ , y/é^ la méme signification que 
précédemraent, et si de plus nous déterminons les radicaux y/ca — e^ et 
y/ea — e^ (a = 1^2,3), nous pouvons définir de nouveaux radicaux par 
les égalités 

(26) yj'2l^ — ea = yjeay/ea — e^yjea — e^j (a=i,2.8) 

(27) v^2r — e,) = ye, — ejy/e, — ejy/e, — fj. (^-4,6) 

Et comme y/e^v/^^e^ = /y/J, nous en tirons Tégalité 

(28) y/2/» — e^y/2/» — <',y/2/* — 63 = I y^l2 yj2l' -- e^y/2l' — e^. 
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Nous poserons encore 

et définissons alors les radicaux \jW(e^) par les égalités suivantes 



(29a) ^K'(e«)= yj<p\ea)\lea — e^>jea — e^j (a-i.5,8) 



(29 b) sjKi^e^) = v/ö, — e, >/- ^(ej -= y/e, — 6, y/2l' — c, , 

(29 c) y/Wi^) = i yje, - e, v/^F^^ . 

Les radicaux y^pX^ doivent étre déterminés de maniére que, si ^ , y9 , ^ 
désigne une permutation circulaire des nombres 1,2,3, ^^ ^^* 

^7(^)s/^)yf^) = — i{ea — ep){e^ — e,)(e, — e,) = iip\e,){ep — e,). 
Enfin la signification de y/e^ — Ca et ^^^ — Ca doit étre prise telle que Ton ait 



Si dans P{s^ , 5,,)^ (a= 1,2,3,4,5) nous prenons pour s^ , s, une 

paire de valeurs 5J =-^, 5^, on peut développer P^ suivant les puissances 
de T. Nous obtenons 

(30) p(s', , ^^= \p{s',r'' + j?.z"P(s;r • 

Il vient 

(30a) P{S',J-^^ = ^Z^^a. (30 b) P(50r = O, 

(30 c) P{S',V = — \ e,yjZ=^ea , . . . . 

On peut développer de méme P( — ,52) et on obtient 
(31a) -PC^iV = v'''^ — e<.V^»i'^' 



(3 • b) -PC^O^s = — v»» — «r V*i — ^"V''! — *"« ' 
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N0U8 posons encore 



,(/0 



(32 b) c)(.,r=||^, 



(33 «) 



(33 b) 



v^« — ^/* 









4 

Nous considérons les grandeurs Q{s^ , 5,),, comme des fonctions de 



(34) 






'fli 



er.. 



oii a, et a^ sont des constantes. Si nous prenons maintenant pour s^ , s^ 
la paire de valeurs s'^ , ;^ nous obtenons 



00 



"^ = å Z'-*^ +/'^ - '^^*'''' 



Al 



= v\ — /rv'2 h + J r* + . . .j , 



/ < 



"•-;H./'t*+il' -'■'^^^*(^'' 



rti 



fr.. 



= v; — i\/2 (^^ + ■ r'' + ...), 



oii nous avons écrit e pour -(e, + e, + c., + e^ + e^). En regardant 

maintenant la fonction (?(.9j , 5^),^ conime fonction de v^ , \\ nous pouvons 
la poser égnle a 



.^c/a maihtmatxe^k. 17. Imprimé le 8 mars 18'')8. 
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oii R{v^ , v^) doit devenir infininient petit de premier ordre, quand r = Sj ' 
est infiniment petit. 

Nous prendrons pour v^ , v, les valeurs v{ , vj et nous allons dé- 
velopper suivant les puissances de r. Si nous posons pour abrégor 



a'/? K, v;) 



(35») 




* X fl'; 


V2 


a«(t.; . ts) - •^' ^^^ 

9r[ 






/d''H(v[,v',) dli 


(35 c) 




I / dv',' dv't 
3 \ »« 


nous ( 


obtenons 





dv[* 



2 5//(j^_. r;) 



7- = »H , 



— e \^-n, 



<2(s;)r'' = -^^O'! ' »'0.> 



<2(«i)r = - i v/Ia(?^,^'- »MÄ(t«; , ,>o,.), 



^(,;)u, = _ ,(L1^._ „„'«(^^,3).'. + (,,„. _ ,)«(.; , .;),). 



Or, on a 



y/ea _ v/ea(f'a — ej(g« — öj^) _ ^eayjea — e^ yjtg — g, y/cg — e^ y/cg — c, 



f>a) /^(^«) (\/Ä'(«a))' 



D'apro8 cela nous obtenons pour le dénominateur commun 
De plus on a 



(eg — e^)yjpg ^ {p.g — e^)y/2l* — e^ (eg — gj(f^ — ejy/e^ 

^ (v>a — ^) n/2^' — e^ v/2/* — p,,v/e^ — e,,yje^ — <?, 

(v'/'(«<.))MvWK"))" 



Sur la rotation dan oorps solide pcsant autour dun point fixe. 

et par 8uite 
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:^ (ca — e 



z 



V«» — «4 y («") 



?^^;«.-i'„. = ry(OL-''<?(«.)i-"<2(2/'x^-"(;?(«, , «,L. 



D'o\i il résulte 



Pour trouver le nuinérateur du 3"* cosinus, nous écrivons 









^U{e^)y/R{e,) 



V«V7) 



Par suite on a 



Les numérateurd de p', g', r' 8'expriment aussi de cette inaniére. On a 



\/«? 



y/^ö — «4 p'(^«) 



v/ÄX^)Ä'fa) 



_ (gg — ^4) V^^g ~ ^4 V^^« — ^5 y/g/ggyV^/' — e^y/gg — g, 



y^'R'(e,)K(ea) 



yj^a — «4 



' Nous multiplions les deux terines du dernier facteur par yjea\/ea — e^ et 
obtenons alors 



(e« — 64) v >« — «6 V^^'^ — ^4 N^ v/2'' — «4 (^« — ^.s) 



>jR\e^)K'{^.:) 



v/2/' — e« 



_ (gg — ^4) V^^« — ^5 V^« — ^ 4 

SlK{^) K' (Cg) 



^ ^ /-r.-^ ^ — ^ v/2 v/2/* - e, v'2/- 

)J2r Ca 



— e 



a 



V^/e (ej K (e«) 
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I)'aprét> cela les nuinérateurs de p' et q' devienneiit 






i'„. 



= "£.^{e.)\r'Q{e.X~'' 



<«2rC 



V2 



^ + lQ{2n-.'' 



V(^'l > *'3}«4» 



-4y 



v/e^e^ 



v/2 ^^ tp\ea)\le^ — e. 



f»NO 



ad 



Les coefFicients du numérateur de r' ont la forine 



^K, 5j,5. 



V«a ^ ^(f^ 



e)yjeayj2l^ — e^y/2l* — e^ 



f'(e«) 



^/n\e,)yfWle,^^R'(e,) 



~ ^ 



; (^/^ — ^y) yJ^a — ^ V«« — Ö5 Ca\/2/* — e, v/2/» — ö^ 



iIi\ea)ylR\e^)^~R\e.;) 



S/21' 



e. 



^ l{ e^i-ey)yje^-eay/e^ -ea 



v/2/»-6,v/2/'-e,v/2P-é'^ + 



2/V2r- e,v/2/»-e, 
yj2l*-ea 






— \2l* — eayj2l^ — e^}j2l^ — e^-\-l)j2\/2l^ — e^yj2l* — ey. 



D'aprés cela le numérateur de / devient egal ii 



7^l7l)^"> = 'I^(«^)^''*^«" 



v/2 



<i^(«l ' «,),r/ 



Enfin poiir transforiner encore les nuinératcurs de u et v, nous divisons 
régalité obtenue plus haut 



v'e« _ v^e^ — faV^flt — Ca 



^■(ea) 



s /?■(««) 



v/zr 



a 
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par yje^ — e^ = \/R\e^):\/2l^ — e^. Alors nous obteiions 
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V^a 



(<?a — e4)\/e, — (?av/^ ^« S/^^* — ^a\l2l^ — 6^ 



V^«6 — «4 f '(««) 



R'{ea)yjK\e^) 



€ti B. 



_ (e« — <i^)^je^ — égy/e, — e« {e^ — e^Xey — eJv/2^* — Ca\J2l* — e ^ 

2l* — e. 



/i(e„)VB'(«'«) 



(g« — g« ) \/g« — gg V^gj — g« 



(aP— e^_ (2/»— e,, + 2P— fi,)) ^2^'- e« v/2<'--c^ 



+ 



(2/* — e^)(2i* — ey)v'2i' — 60^2/' — 6^ 



2i' — e. 



R{ea)y/R{e^) 

+ I yj2yj2P — e,^yj2l' — Byyjll^ — cj 



^ (gg — ^4) ^^4 — • ^« v/^5 — ^« 



(2/' — ^ (öy + ^, + ^5)) N/2i'^ - ^" ^2/-^ -- ., 



+ / y/2yj2l* — e,y^2l'* — e..v^2Z* — e. 



+ {2I' — (e, + eJ)v/2Z* - 6„v/2/« - e, 

Nous déduisons de la méine maniére 



i v' Ca 



(<^«-ejV«4 -««v/«5-«« 



>/«6 — «4 S^'(«a) 



R\ea)^R\e,) 



^2[2p^'-{e^ + e.^+e^^yj2l^-e,sl2P^c, 



+ (2/* — e, — e^)y/2r^e,.yj2l'-e. 



Nous obtenoiis i)ar suite 



r 



V^fa 



A — «4 ^'(ö«) 



1' = 



a4 



-£«<',)i-"«(<'.)r"|2«(20i:"+'V2«(2'')i''-(2''-«. -«.)«(''"»: "I'*i.».)... 



X 



\/ea 



p = 



Sj^5 — «4 f '(^«) 

2:<2(Oi^^v^(ejl-'>{2(;)(2/')<r^+/v/2Ö(2/T5^>-(2/^^ 
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Il est remarquable qu'uiie grandeur qui se compose avec le nuiiiérateur 
de /-J de la méine iiianiére que les deux expressions précédentes avec 
les numérateurs de T*! , /'J, a la valeur zéro. Cest 

2g(2/'):.r> + 1,12 Q{2P)^ - {2l\- e, - e,)Q{2l%^^ 

= (4/' — (ö, + ö, + (^,))s!2.'- e^^>j2l'^ iy—l^2y/2F^^J^F^yj2l'--ea 

— [2V — €^— e^)y/2l'-e,^)j'2l* — ey 



=■ {21'^ — OV^Z' — e,jv2P — ey — / y/2 yjll* — e^ yj2l* — e^ y/Jl^-^], 
= (2/^ — e^)^2l* — e^>j2l^ — ey --- sj2l^ — e^yj2l^ — ey{2p ej = O. 

81 nous désignons de plus par v[\ v'^ et t;J", t;^" les couples de valeurs 
que prennent v^ , t;, lorsque Sj = e^ , 5, = co et 5j = e, , 5^ = cxd, 
nous obtenons iiuinédiatement 

(3Ö a} n - 27i(t;;', <)«!?•«', vDaBCi;; > t;;)«Ä(r;. , v.), ' 

. , v , ^ 2'fl(i;;', v»')«i^(vr'> t^Pg^C^l. t;;)«5J^(t', , vjgo 

Si "nous désignons par bkF{y\ , t;J) le resultat de Topération 
nous obtenons 



(3 7 a) y = 



2'ft(i;; ', v^),,^[y\' , v^')ali{y\ , t;;)aK(v, , t;,)^ 



w7 ^V "~ ^ 2'Ä(w;'. V2')«^^K > vi ")aA*(v; , vi)«W(i;, , V,)a 
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■ 

Pour la suite il est essentiel que les expressions précédentes puissent 8*écrire 
un peu autrement. Coinme il est facile de le voir, on a pour un indice 
simple Q{s')l == o et par suite 



"^^ = mR{v[ , .;),. 



D'ou 

9 



, >(ZZ?«', v',\R(v\", ii'\R(v[ , ?aR(y, , f2)J 

=■- m[TR{v[', v',XR{v[", v','XU{v[ , r;)„ /?(,>, , v,)„\ 
Nous pouvons donc écrire 

(39 a) p' = /;.;_ i !g, 

(39 b) 7' = /r;-''v;' 

(39 c) r' = If, - i'^,. 

Si on pose pour abréger 

(40) VF{v\ , v',) = AAF{v[ , v;) — lAF{v[ , v',) 



+ (n - m' -P+ ?'i±^') F{v\ , v',), 



les grandeurs n et v deviennent 



§ 5. IntroducHan des fmicttons théta. 

Les fonctions employées dans le chapitre précédent It{v^ , v^ peuvent 
se représenter faoileinent au nioyen des fonctions 8. Pour introduire 
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c(»,s fonctioiis, nous avons d'abord a rechercher la position relative des 
zéros de S et des liinites d'intégration. 

Les deux zéros e^ et e^ sont réels et e^ > e^. Des trois zéros e^j 
e^ j ^3 qui sont les racines de Téquation 

^(^ — ^4)(^ — e^) + s—2p = o 

il y en a un ou trois réels. Dans le i®"^ oas au moyen du terme indé- 
pendant de s on reconnait le signe de la racine reelle; dans Tautre cas 
la plus grande racine est certainement positive, tandis que les deux 
autres sont en méine temps positives ou negatives. Nous pouvons donc 
distinguer trois cas. 

I) Toutes les racines reelles 

i) e,>e^> e,> o, 
2) e^ > o > e^> e^. 

II) Une racine reelle, les 2 autres imaginaires 

3) ^1 > o; ^2 ^t ^3 conjugués. 
De Téquation 

r __ ,— x,x^—ea + 3Z, , 2l x^ + ar, 

V(^ — 0(»» — ea) — V2e« h -= 

^1 -^Ji V2é?a «, iP, 

qui a lieu pour a = i , 2 , 3, on peut tres facilement déduire la position 
des grandeurs s^ , s^ par rapport aux zéros. D'aprés les équations qui 
définissent s^ et 5^, ces deux grandeurs sont reelles, et parce que yjHJx^) 
et y/U{x^) doivent étre conjuguées, on a s^ > s^. Comme x^ et x^ sont 
aussi des grandeurs conjuguées, le second membre de Téquation écrite 
plus haut est imaginaire si e^ est positif, et réel si e« est négatif. Ainsi 
les racines positives sont toujours situées entré les deux valeurs s^ et^j, 
tandis que les racines negatives occupent la méme position par rapport 
a 5j et s^. On a donc 

dans le premier cas ,s*, >?e^ > ^2 > ^3 > *S^ 
dans le second cas s^ > e^ > s^ > ^^ > r.^, 
dans le troisiéme oas /?, > ^j > s,^. 
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Des équations précédentes (5 a et 5 b) 






V 






X. ' *_ X. Xa 



on déduit que yJ(^^'e^X«~—~e^) est purement imaginaire et y(«^ _t.j(K^__<.^ 
réel. Coinine (5j — e^) — (5, — e^) est certainement positif, parce que 
Ä, > Ä, , 6^ > c^, il résulte de la preiniére condition que Ton a 

^1 > ^4 ) *^2 ^ ^6 

tandis que de la seconde condition il résulte que ou bien 

^1 ^ ^fi > ^2 ^ ^4 



ou 



On a donc ou bien 



Äj <1 ^5 j S^ <i 6j^ 



s^> e^> s^> e^ 



ou 



Mais on avait 



e^> s^> e^> s^. 

-""'- -k (": + 1)- 

Donc 5, et iS, sont de pures imaginaires de nianiére que toujours un 
nombre impair de zéros doit étre supérieur aux arguments. D'aprés 
cela nous obtenons dans les trois cas spécifiés plus haut 

I. e^> s,> e^> e^> e^> ä,, 
II. e^> s^> e^> s^> e^> e^, 
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III. 



e,^> s^> e^> s^, 



Nous appelons maintenant les zéros a^ , a^ , a^ , a.^ , a^ et quand ils sont 
tous réels, nous choisissons les indices de maniére qu'on ait 

^0 *^ ^1 ^ ^'a ^ % "^ ^4- 

Dans le cas oii deux zéros sont iinaginaires conjugués, on désignera par 
a^ celui dont la partie imaginaire est positive et par a, celui dont la 
partie imaginaire est negative, et on aura 

«n < «8 < ^4- 

Comme liinites inférieures nous prenons les zéros a^ et a.,, alors les inté- 
grales 



v, = —=z 



v/2 



fl. 



«1 



V. 



V" 



./"t: +ft 



«5 



(Il 



se distinguent de grandeurs reelles au plus par un systéme de demi- 
périodes simultanées. Au contralre v{ , v!^ sont de pures iinaginaires 
sauf des demi-périodes simultanées. Les limites supérieures sont ici 
2V et 00. Mais 

(2/* - e,){2p - e,){2r - ej(2/' - e^){2V - .,) = 2/»(2/' - ej'(2/' - e,y 

est positif d'oii résulte immédiatement Texactitude de notre assertion. 

Nous introduisons maintenant au lieu de la grandeur S la grandeur 

S V 2 

^ = — 7— = V— 2(.s — a^){if — (i^){h — a^){ii — ag)(Ä — aj 



* De C08 trois cas le second doit ^tre rejeté, puisque ori a ö^^ + ^^ = e, + f', + Ö3 et 
e^ <[ O. Ciir il 8 cnsuit ^^5 + ^4 <I <^i + ^j. tandis que les conditions du deuxiéme cas 
cxigeraicnt <^6 + ^4 ^ ^^ + e^. 



K 
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et nous posons F{s)^ =5> -^(^)3 =^ ^- Ainsi que nous avons fixé la 
désignation des zéros, les demi-périodes 



«2 a^ 

K^, = f^ds et K, = f 



^ds 



<Ö 



sont toujours reelles, si nous choisissons convenablement les chemins dMnté- 
gration. Dans le cas oii tous les zéros sont réels nous prenons comme 
chemin d'intégration pour les deux intégrales la droite qui joint les deux 
limites et alors nous donnons a S de a^ a a^ des valeurs positives et de 
tfj a a^ des valeurs negatives. 

Mais si a^ et a^ sont des valeurs iinaginaires conjuguées il en sera 
pour Tintégrale K^^ comme précédemment, mais au contraire nous pren- 
drons Tintégrale K^^ le long d'un are de cercle joignant a^ et a^ et 
coupant la droite a^a^ en un point b situé entré a^^ et ^3. Le signe de 
la grandeur © qui doit varier d'une maniére continue sur le chemin 
d^intégration, sera choisi de maniére que © soit en b une imaginaire ne- 
gative. Comme © est évidemment en b purement imaginaire, © ne 
prend pas des valeurs conjuguées en deux points conjugués du chemin, 
mais les parties imaginaires cotncident tandis que les parties reelles 
sont de signes contraires. De la il résulte immédiatement que les deux 
parties de Tintégrale qui s étendent de a^ k b et de b a. a^ sont con- 
juguées de maniére que Tintégrale entiére 



a, 

ds 






est reelle. 

Nous définissons de plus deux nouvelles demi-périodes par les 
équations 



«i <ij 



F(s)a'i^ 



Dans le cas ou toutes les racines sont reelles il faut encore prendre des 
chemins d'intégration rectilignes et © doit étre imaginaire négatif entré 
a^ et ap imaginaire positif entré a^ et a^, ces intégrales deviennent alors 
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purement iinaginaires. Si «j et a^ sont iinaginaires, le chemin pour 
la premiére intégrale doit se coiiiposer du segment rectiligne de a^ k b 
et de Tarc de cercle ba^j et le chemin de la seconde intégrale doit se 
composer de Vare a^b et du segment de droite ba^. Ici encore la gran- 
deur © doit varier d'une maniére continue, le signe devant étre choisi 
de sorte que © soit en b imaginaire négatif dans la premiére intégrale 
et imaginaire positif dans la seconde. 

Alors les intégrales iKai et ih^^ ne sont plus imaginaires pures, mais 

prennent une partie reelle qui est égale pour la premiére ä K^i et 



2 



pour la seconde ä +--^ai- 
Nous posons de plus 

iK'^, « fk^i et iK'„i = tKa, + iS., 

• 

de maniére que toujours iK^^ soit purement imaginaire. Nous appelons 
périodes primitives les valeurs ainsi définies iK^^^ iK^^ ^ 2iK'^^y 2iK'^^. 
En place de v^ et v^ nous introduisons maintenant les grandeurs u^ et 
u^ qui satisfont aux équations 

Leur resolution nous donne 

alors u^ et w^^ ont immédiatement les périodes simultanées 

I , o et o , I ; 
aux autres systémes de périodes primitives correspondent alors les périodes 

Si nous posons 
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les intégrales 



•A 



/ 






00 



sont des demi-périodes de u^ de la forme 

-' K + I (»} r„i + «j O 



et on a 






m\ 


m^ 




po ur 


Å = o 


— I 


— I 






Å= 1 


— I 


— 1 



w 



o 



Å= 2 

A = 4 



o 



o 



o 



n: 



o 



o 



o 



Tout autre systéme de demi-périodes simultanées de w, et u^ peuvent 
se former au moyen d*une période entiére et d'une ou deux des demi- 
périodes introduites plus haut. 

La fonction i?(Wj , ii^) est alors définie par Téquation 



fijjfijf 



De plus on pose 

o\x Ton a pose po ur abréger 

et cette definition ne s'applique pas seulement pour les nombres n entiers. 
A Taide des nombres m\ , n\ nous définissons maintenant les fonctions 
théta a indice simple 
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Si X et fl sont deux indices différents, on doit avoir 

>»*'' = »»a + ^K et »»i** = »i + ♦*£ (mod 2), 

— I < >»i" < o, I > »i" > o 

et 

De la méme maniére nous définissons les fonctions théta dont Tindice 
est formé de plusieurs indices simples. Si un indice simple devient 
double, il disparait. S'il y a plus de deux indices simples on peut 
réduire Tindice parce que l'on a 

S mi = o et ^ni = o (mod 2). 
Des lors que A soit un indice simple ou composé et que 

soit une demi-période quelconque, qui apres augmentation d'un certain 
nombre de périodes entiéres puissent se ramener a la demi-période appar- 
tenant a Tindice /£. Alors il vient 

»{U^ + ö>i , Wa + ^2)a 

Si dans le a)^ et co^ , ;/i^ et w^ sönt des nombres pairs, on obtient une autre 

égalité 

&{u^ + /M, + w,r^, + //,ri3 , /<2 + m, + w,r,, + «3r„);i 

Si A et /i sont deux indices simples alors ^v^m'^ est congruent ä o ou i 
suivant que X est plus petit ou plus grand que /i. S\ Å = fi alors la 



i 
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dite expression est paire ou impaire suivant que Findice lui-méme est 
pair ou impair. De plus on a toujours pour deux indices simples difierents 

Z(wim2 — KK) = I (mod 2). 

Entré les fonctions théta et les limites supérieures des intégrales on a 
les relations suivantes ou 2X représente un indice simple pair 









^ 
»{ 



;»-', » ",)a*(»'j , ^^v ^ — «., V /i^ \(äj — oaX^, — s) (^— «a)(^— fl/x)/ 



(^0 = - 2) 



(Dans la derniére formule on a le signe + ou — suivant que A est 
inférieur ou supérieur a /i.) 

Nous posons les grandeurs e^^e^^e.^ égales aux grandeurs a^^^a^^, 
a^^ et les grandeurs e^^e.^ égales aux grandeurs a^^dj,. Alors il vient 



»'X, 



formule oii u^^ est un nombre entier dépendant de Tindice, qui est pair 
ou impair en méme temps que Tindice; s^^ signifie + ^ ou — i suivant 
le choix de \/(^, — eaXft^ — e^). Comme ö(Wj , ti^) a la propriété que nous 
imposions ä R{v^ , v^), nous pouvons poser R{v^ , v^) = H{ti^ , w.^). Alors 
nous obtenons pour le dénominateur commun 



De plus on a 






^, 
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Ét comme e^ — e^ = a,^ — a^ , (-^) = A^, 

\\2/ 



no US obtenons 



II faut prendre ici le signe + si Tindice x^ < ?,, ou autrement le signe 
— . Dans le premier oas 2^w^wt'=i et dans le second =o mod 2. 
Nous pouvons donc toujours au lieu de + écrire aussi 



-(-.) 



l'n^m'i 



Nous obtenons d*une maniére analogue 



Ä(v, , Vi)nR{v[,Vi) 



Vy Vy 



23 



Comme évidemment dans les fractions n'entrent que les rapports des 
grandeurs ^{u[\ ?/2')**(^i"' ^2")* ^^^^ pouvons les multiplier par un méme 
facteur quelconque sans altérer Texactitude des fonnules. Mais les 
grandeurs w«', «/^" par un choix convenable du chemin d'intégration sont 
évidemment les demi-périodes (ol^^ , wl^" et par suite en place de la 
grandeur 

on peut poser Texpression 

Les signes des termes des fractions a déterminer dépendent du 
chemin suivant lequel on détermine les grandeurs Wi , W2 1 ^'i * K ^^ peuvent 
étre changés d'une maniére certaine parce que nous pouvons aussi changer 
ces chemins le cas échéant. Nous voulons déterminer les grandeurs Wj, 
u^ de maniére que si 5, est situé entré deux zéros «, et a^ , Wj et u^ 
sont réels, mais si s^ est situé entré a^ et — 00 , u„ doit se composer 
d*une partie reelle et de la demi-période 



er«, = 



-j 



"I 

An 



•o 
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En augmentant u[ et tij d'un nombre convenable de périodes, noiis 
pouvons faire qué tous les nombres /i^ soient congrus les uns aux autres 
suivant le module 2, et de plus, s^il le faut changer le signe de j-^ et de j-^. 
Nous pouvons toujours supposer que deux des quantités fi^ soient égales 
Tune ä Tautre; si la 3*, par exemple ;£^^, est différente nous augnientons 
w^ de la période 2ö>J''». On change ainsi le signe des termes dont Tindice 
est diflférent du troisiéme, pendant que les termes de Vindice x^ conservent 
leur signe. Maintenant les nombres /i^^ sont congrus les uns aux autres, 
et égaux a zéro, parce qu'ici cela ne dépend que des fractions. Pour 
changer le signe des deux grandeurs fuf^y ou celui de y[ seul ou celui 
de f^ seul nous avons a ajouter aux grandeurs u^ les périodes 2^0^^*, 
2q^ ou 2ft>i. Le signe de ^J est déterminé par celui des deux gran- 
deurs ^I , y^. 

D^aprés ce qui a été dit, le terme du dénominateur relatif a IMndice 
X devient 

Les termes correspondants des numérateurs deviennent 



On peut encore transformer un peu les coefficients de ces expressions. 
On a en effet 



X 

m 



De plus on a 






et par conséquent 



^x + J^/x + Zxi^x^o ("lod 2), 






(-0 ' = ±(-0 ' ■ 

Jda mathtmatiea. 17. Imprimfi le 8 mat 1893. 32 
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Si nou8 désignons inaintenant par |n| une quantité qui a la valeur o 
ou ± I suivant que Tindice n est pair ou impair, alors d'apréa les dé- 
veloppements précédents on peut poser 



n 



£.eU-0' = i'", 



Mais comme on a 



_ T^» = ii/»i 



e,s;x-iy = i 



Å\ + \fi\ + \ÅfÅ\= i (mod 2) 



on peut poser pour le coeflficient de la troisiéme expression 

Et il faut prendre simultanément pour tous les termes le signe supérieur 
ou inférieur. Si nous définissons donc jP^| d'une maniére convenable 
on peut prendre le signe + • 

D'aprés cela nous obtenons les expressions suivantes pour les grandeurs 
riyfnyf^y V\ </'> ^\ w , v 






=■ % 



,,„ 2;(- lp''"'t-"'''"'*.»xA*,sx;.*(w;,w;k«(«.,U.),J 



• V-A/4„X 



2,i-^-'-'''»''d.„A*.„,.é'(«;, 7(;),*(«., «,), 



ri 



_ .|H 2;(- i)^-^"''t-''^'»''^.«;i>>..x,.^'(«; , t«;v>H". . « .)x, 






2;i^-"''"'*,„jii.„,««!'(«; , «;)xi'(w, . t/.)> 



ri = 



•u,.! ^x(- i)-""'"''i^""'"'*uxA*,„,.<?(«; , «;w*(«. , «.w 



.jiA/.i 



i;t^"'"'"'*.,xi*.„««(«; > «;)»<?(«, , «.), 



p' = 



jIM 






!/ = 



2'xi-" '''»'*,„;ify,s,,,d(»/; , v!,%if(ii, , «,), 



»•' = 
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Ainsi d'apré8 cela les cosinus directeurs avec la verticale de méme que 
que les vitesses de rotations pour notré systérne de coordonnées sont dé- 
terminés; on trouve les grandeurs correspondantes pour le systéme de coor- 
données fixe dans le corps au moyen des formules 



' 1 '3 U + XV 


p + n — , . y 

^ ^ u + %v 


1 . / 

Tv H% u--vi' 


p — iq 

^ * U IV 


Tz r^y 


r 2r\ 



§ 6. Les cosinus directeurs pour les axes horizontavx et les cotn' 
posantes de la vitesse de rotation par rapport aux axes flxes 

dans Vespace. 

Si une ligne quelconque forme avec les axes fixes dans le corps 
les cosinus directeurs aj , a,, a^, alors on trouve les angles de la méme 
ligne avec les axes du nouveau systéme de coordonnées au moyen des 
équations 

c»l + ^»2 = («i + »aa)^* + ^^\ «i — ^«i = («i — ^«3)(^ — *^0» »3 = a- 
Inversement si les derniers sont données, on trouve aussi facilement 

Si maintenant une direction dont les cosinus avec les axes du 3** 
systéme sont y9I , y^ , ^3 est perpendiculaire ä la direction ^', , /'i , ^J , on 
doit avoir 

r\p[ + riy5i + nPz = o. 
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Une troisiéme direction perpendiculaire aux deux premiéres a alors pour 
cosinus directeurs 

Or, si Ton a un systéme quelconque de grandeurs a, , b^ qui satisfait 
a ces quatre conditions, on trouve les cosinus directeurs de deux lignes 
perpendiculaires entré elles et sur la direction f au moyen des égalités 

«; + 1^, = Ä-(o, + ib,), 

< - ip', = Ä-K — iK), 

ou K et K' sont deux grandeurs a déterminer de sorte que Ton ait 

KK-I{al + bl) = iXa; + fH) = 2. 
On peut donc poser 

La grandeur ii, se détermine alors au moyen de la condition que la 
vitesse de rotation du corps relative å Taxe vertical, c*est a dire Texpression 









ait la valeur déja connue 

p'r\ + i'r\ + '"r;- 

Il importe encore qu*on puisse supprimer les facteurs commuos des 
grandeurs \ti^ 4- 'A ^n les rejetant sur Ä'. La méme chose se fera pour 

Les quantités «ij et h^ étaient seulement dépendantes de /, en tant 
qu'elle> sont des fonctions linéaires de r^ qui est lui-méme egal a f. 
On a donc 
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Les composantes de la vitesse de rotation étaient 

Si on introduit ces expressions dans les équations dififérentielles pour 
Ti i h 9 h (24^? 24 b, 24 c), on arrive aux relations suivantes 

C4^.. + i?/..) = <|*.. + ^^"h - '0."^, + 'éMr:. 

Nous remarquons ici que ces équations ne sont établies que pour les 
systéraes spéciaux de valeurs de w, , Wj , wj , Mj considérées ici, mais elles 
sont vraies pour des valeurs quelconques. Les quantités //,j , ^,3 peuvent 
aussi étre reinplacées par deux valeurs absolument arbitraires. Enfin les 
coefficients 

ft lEn^l^^m^ XI jQ 

^x — ^ ^VixX^iZxfx 

peuvent étre remplacés par d'autres grandeurs C,, qui satisfont a la con- 
dition caractéristique 

dont il est facile de vérifier Texactitude pour les grandeurs ici considérées. 

Mais comme ce qui a >été déinontré jusquMci suffit pour la conti- 
nuation du calcul, nous réservons pour une autre occasion Textension 
des formules en question. 

Si maintenant dans Tintégrale qui représente le théorérne des aires 
pour un plan horizontal 

2 {pYi + m) + n, = 2? 
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nous exprimons toutes les quantités au moyen des quantités corres* 
pondantes dans le nouveau systéme de coordonnées, nous obtenons 

2 {pYi + qy, + ry,) - 2l 



et, en rempla9ant p\ g', r' par leurs valeurs, 



,9Vi 



■r;-^/.>i 



o. 



Par conséquent les quantités 






i».. +]?».• 



=' <i^^..+,^^..) 



remplissent les conditions supposées pour a^ , J^. 

Pour calculer ces expressions, nous déduisons quelques formules dans 
lesquelles x représente Tun quelconque des indiees x^ , x^ , x, ; de plus soit 
x^ = ÅfjL y Xi = Å y Aj = /i , A3 = A/i; enfin dans les formules qui suivent 
A désigne Tun quelconque des indiees A^, A,, Ag. L*expression 



peut 8'écrire comme fonction de u 



miu + U%,,;»{U — M').»x + «'*(« + "')..«*(" — «') 



18xA 



+ m{u + «')uv.'5'(« — «').w-l- 33'*(« + «').».,*(« — «')..x.A- 



* Pour plus de siiiiplicité ^(w)/^ est écrit en place de ^i(7t^ , ""j)/!; *%i 6° pJace de 
tf(o,0)^. Eofin Zl '5^(^0/1 <it A^/t représentent les valeurs 



a<!^(w),, , a<!^(»0/t 



du, 



9ii + 



du. 



Oi% et 






9}/, 



aw. 



ttl-ll2 = 



^ 
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Nous obtenons deux relations entré 31, 31', 33 et S3', si nous observons 
que le premier membre est une fonction paire ou impaire suivant que 
I X i 4- I ^^ I = I ou o (mod 2), et une troisiéme relation en posant u^ = ö>i'\ 
et une quatriéme en posant u^ = ö)"'**. Nous obtenons enfin 



i(_ ,)^.".^(_ i)^'.'"-">(« _ u')n:KKÅ- ir''"^""^^'"^H» + «').«A*. 



sxA 



Nous obtenons de méme en rempla9ant d'abord u par — u, puis en 
. posant Ua = <w"* et ensuite t*„ = a>^*'>'^ 



+ (- 0^"'"'"'""""''5'(«+«')..«.Ä*..,.(- O^-^-^^^^^^C"-"')»,^* 



18xsA 



+ (- l)^"'''"'"'^''^'*(«+tO..«.Ä#.,«.(- 0'^"'"'""*(«-'*'):aM«5'.3M} 

Nous multiplions la premiére équation par Cl et ensuite nous sornmons 
en donnant a Tindice x les trois valeurs x^ y x^, x^. Nous multiplions 
la seconde par G^^C,^ et formons la somme des termes qui peuvent 
se dériver par permutation circulaire des nombres 1,2,3. Comme 
2!{ — i)'C^ = o, les termes d'indice x^ disparaissent dans la premiére somme 
et nous obtenons par addition des deux sommes 
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= i (_ , )-^n..™> j 2: (_ , )r«'».'" c; # {U - U')u,Ä*. 



sx 



jrc- if-^^^^^^^w^u + t*')...A#.u. 



+ ;(- i)^'»""'1i:(- i)^"''"'"+w(7,#(i. + «')..xÄ* 



18x 



j2:(_,)2«''»'-c\ö(M-«.'),„,#.„,|. 

Si nous ajoutons au premier membre le facteur t''^' et le dénominateur 

nous obtenons Texpression — //,, + —ff^^^ oii f désigne celui des cosinus 

directeurs f\ y f^, f^ qui correspond a Tindice A. De la nous déduisons 

^ffii -h -^ffii en permutant u en w'. Mais si dans Téquation établi 

précédemment nous changeons u en w', la valeur du premier terme du 
second membre change de signe, tandis que la seconde partie reste in- 
variable. Car rindice 13^ est impair, tandis que i^xk est pair. Par 
suite nous obtenons 



ifr^ii + i^/u + iM^^n + ^^12 



du, 



du. 



9r 

dUi 




= (E;^- + E;^-) + Gii;^» + '^;^m) 



r«13™A . 






^ 
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Par suite nous pouvons poser 

a' + 18' ^ »!*'(— ly-^^-^^Ke^'"^ ■ , 

X 

v 

oii a' et y? sont celles des quantités a[ , aj , a^ et y9,' , /9.j , y^ qui corres- 
pondent a f. Pour déterininer X, nous avons ä former 

Gette expression se sépare en quatre parties a savoir 

x=X|)Xa.'i 

et deux autres parties qui se déduisent de la deuxiéme par perniutation 
circulaire des indices x^ y x^ , x^. 

Si nous considérons d'abord-la partie de la premiére expression qui 
est inultipliée par Cl, nous reconnaissons qu'elle est aussi bien par rapport 
a w qu'a u' une fonction théta paire de caractéristique nulle. On peut 
done la poser égale ä 

ou X et x' prennent les valeurs x^ , x^, x^y x^. Si nous déterminons les 
coeflficients de la maniére connue, nous obtenons 



*™'l»*«»*3»'4 



Nous multiplions par Cl et faisons la somme suivant Xj qui parcourt les 
valeurs x^y x^y x^ ; alors il vient 

X — XifX»,Xi,X^ M = Xi,X.,,X^ 

Äcta mathematiea. 17. Imprimé le 13 uikI 1H98. 33 
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Si x = x^, alors \xx 
de ce terme devient 



^! + 1^: > I ^ 3 1 + h 3>f I = I öt V^^ suite le eoefficient 

— (— i)'''Z6;^(— i)"i = o. 



Si au contraire x est un indice simple, on a 



13 + I i3x|=o , 



XX 



— o ou ee\x\ + \x\ + I 



suivant que x est identique a ;r ou non. Si nous désignons niaintenant 
les deux indices x différents de x par x' et x" nous obtenons 



Par suite la premiére partie se réduit a 



2 r ciå\u),&\u-i. 



*l»*2t'3 



La partie multipliée par C^^C\^ est une fonction théta relativernent a u 
de caraetéristique x^x^ qui est paire ou iinpaire suivant que I^J + l^a 
est pair ou impair. Si donc J désigne Tun quelconque des indices A,, 
Ajj , ^3, on peut la poser égale a 

Si nous posons maintenant u = ö>i8ä, la partie multipliée par Bdisparalt, 
et nous obtenons 

Au contraire Texpression a transforiner devient égale a 

Il vient donc A = 4*(w'),,*(/<'),.; maintenant il est facile de voir 

qu'aussi pour une autre période w^^^ Texpression a transformer devient égale 
a la valeur de .'l*(w),^*(w),.^, et que par suite pour cette valeur -B*(w),,7»9(w),„j 
s'annule. Mais ce n^est possible que si B est nul. Par suite la seconde 
partie devient simplement 

4C\cj{u\H''XM>'X»{»'k- 
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Si nous permutons entre elles circulairement les grandeurs x^ ^ x^, x.^j 
no US obtenons la troisiéme et la quatriéme partie. En réunissant Ics 
quatre parties nous obtenons enfin 

Par suite la grandeur K a ici exactenient la valeur i, de sorte qu'il vient 

a ±t[f -i [—1) l^CM^OMn). "" ' 

Nous déduisons la fonction iu.^ de la composante de la vitesse de rota- 
tion suivant Taxe verticale 









- 2 2^ («v + ^^.) - -3,, — //, , + — ^^ — ff, , — ^-jY («v — '/?;) 



Or is{a[ — i[i[)e^'"' est seulement fonction de w, — u\ , ?/o — m^; par suite il 
vient 

3 A^ («: — 1/9:) I /3 («: — ^'/9:) n a (z^: — //t) .v 



a<fa 2 






tandis que N{p.[ + ^/^v)^ ^"* ^^ dépend que de «i + u\ , /^2 + ''2- de sorte 
qu'on a 

et en conséquence 



3) 
I 



Mais cotnine la soinme qui se 'rencontre plusieurs fois a la vnleur 2, il 

s*en déduit 

(if/, ./d\uN , aln.V \ 



du. 
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L^expression de gauche avait la valeur constante /, par suite il vient 

W3 = (/ + im){t - t,) 

ou t^ désigne une constante. 

Les six cosinus directeurs des deux axes horizontaux par rapport au 
systéuie de coordonnéés tournant dans le corps autour de Taxe du mo- 
ment d'inertie distingué étant ainsi déterminés, on peut de la maniére dé- 
veloppée plus haut trouver les cosinus directeurs relatifs au systéme de 
coordonnéés fixc dans le corps. 

Maintenant il ne nous manque plus que les composantes de la 
vitesse de rotation suivant Taxe horizontal. Elles sont déterminées par 
les équations 

-p' ± ig' = Tpiia, ± ip:) = + /52 («: ± w J'. 

Mais on avait 



Par suite on a 

Le^ mouvement du corps se compose du mouvement' du systéme des axes 
de coordonnéés introduit et d*une rotation autour de Taxe des z de ce 
systéme dont la vitesse est r\ 

Par suite les composantes de la vitesse du corps par rapport aux 
axes fixes dans Tespace sont 

P = P' + r'a',, q = g' + r' p',. ? = ? + r'f,. 
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% 7. Resumé des resultats obtentis. 

Nous avons vu que le mouvement du corps peut sexprimer d'une 
maniére relativenient simple, si on introduit outre le systéme d*axes fixe 
dans Tespace, et le systéme fixe dans le corps, un troisiéme systéme dont 
le troisiéme axe colncide avec Taxe du moment principal d'inertie di- 
stingué. Le mouvement relatif du corps par rapport a ce systéme est 
donc une rotation autour de Taxe des ;8f, et le systéme est choisi de 
maniére que la vitesse de rotation soit la moitié de la composante de la 
vitesse de rotation du corps prise par rapport ä Taxe du plus petit mo- 
ment principal d*inertie. 

Si maintenant a^ , a, , a^ , ^ , /9, , /9, , Ti^r^^n » PjQy^ j PfQy^ 
sont les cosinus directeurs et les composantes de la vitesse de rotation 
pour le systéme fixe dans le corps, et si a[ , otj > »i > /^i > /^i ? /^i , ^i > Ta » Ts ? 
P% Q\ ^' } P'j q'} ^' ^^^ 1^ méme signification pour le nouveau systéme 
d'axes introduit, enfin si w et t? sont les cosinus directeurs de Taxe passant 
par le centre de gravité du corps, par rapport au premier et au deuxiéme 
axe du nouveau systéme, on a les égalités suivantes 



1 — ' u + tv '^' '^ w + IW ' * ' ^ u + %v 



r» = 


= r;, 


Ä± 


»^; 


tt + 


tö ' 


p ± 1 


• » 

1? 



• / 



~P = P' + ra;, q = ~q' + r'^,, r = ? + ryj. 

Wj , Wj , désignent des fonctions linéaires de < ^n< + A, , g^^t + \ qui 
sont reelles, abstraction faite de demi-périodes additives, au contraire 
u\ , wj désignent un couple de constantes qui sont imaginaires si on fait 
abstraction de demi-périodes additives. 
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De plus / , m , n , t^ sont des constantes, dont nous avons déterminé 
les valeurs plus haut. m est une grandeur imaginaire, tandis que les 
autres sont reelles. Par suite, la fonction u^ que nous avons définie 
par Téquation Wg = (/ + tni){t — t^) a, elle aussi, des valeurs reelles. 
Les indices Xj , x.^ , x^, , A , /i désignent les nombres 0,1,2,3,4 dans 
un ordre convenablement choisi. 

Si nous désignons par A et V les syuiboles opératoires, 

Ah{x^, .r,) ={l + m)P(.T, , x,^) — t[^ ^ ffn + \].^ .9i»)> 

Vi''(^,,i-,) = AAF(:r,,:r,)-/AF(.r,,a^,)+ j^n-m' -I' +''^y^\x^,x,), 

et si nous désignons par |A| un noinbre qui en inétne teuips que Tindice 
yl soit pair ou irapair, on obtient pour les cosinus dirccteurs les for- 
mules suivantes, dans lesquelles la soinination se rapporte a Tindice x 
qui parcourt les valeurs x, , x, , Xj 

^' * 2t^»'""-'/v,3«'V...,,,,/V(»;,»;'vv(«,rig 

, _ .,,,1 vi^"'^"-^- i)^"'"''Å'...A^..H.,.^(».; . u;h,M", . ^'. )..,x 
r^ 2t^'''"'»''V„.»*.«,.'V(«; , ".)x'n", . ",)x 






^M^/^mJf / -T- . \ I »i .. I / . \ ^•->f ... 1 3X/« 



a' + j9.' = /lA.«i(_ ^o,...„.A/. 27-^ "'"'"'( + i)i "-"l(- 1 )-'''"'" • "'y..x>.'V.»yV('«, ± t<:,v. ± y'.U>.,As.>.n ^t<... 
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pour les coinposantes de la vitesse de rofation suivant les axes propres 
du systéme: 

Vi-»'""'*,,.;» />.„,.*(./;,»»;),*(./., T/J, 



et pour les composantes de la vitesse de rotation suivant les axes fixes 
dans Tespace: 

r' = const. =-- /, 

Enfin les cosinus directeurs du premier axe fixe dans le corps par rapport 
aux troiö nouveaux axes introduits 



u — — 2/''^'^'' 



V,2nA.,,.^_ l)-"'''"''5^.3xAÄ'.,x/. V*(^^; . t';)i3*A^(^', . nXxX 



l\-'''^'^'»,,xx»nx,ai^{v[ , v,),»(n, , t.,), 






w; = o. 



11 est remarquable que les deux mouvements dans lesquels nous 
avons décomposé la rotation du corps appartiennent tous les deux a un 
type general, dont des autres oas spéciaux représentent les mouvements 
a la PoiNSOT et le mouvement d'un corps solide dans un liquide que 
j'ai traité dans un travail publié dans le Journal för die reine und 
angewandte Mathematik, t. 109. 

Berlin, janvier 1891. 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN SUBSTITUTIONEN 

VON 

E. NETTO 

In GIESSEN. 

Die iTberföhrung einer liiiearen Substitutioii 

in ihre Normalform 

ist ohne jede Schwierigkeit, sobald die charakteristische Gleichung 

\cx^ — psxf.\ = o (ea= i; Sxfi = o falls A=t=/i ist) 

nur verschiedene Wurzoln besitzt. Anders wird es, wenn man diese Be- 
dingung fallen lässt. Ich habe im Folgenden die Frage behandelt, ob 
es möglich ist, von der einfach berzustellenden Normalform einer nicbt 
singularen Substitution zu der einer beliebigen benachbarten tiberzugehen, 
selbst in dem Falle, dass die charakteristische Gleichung der letzten 
mehrfache Wurzeln besitzt. 



1. 

In den Paragrafen 147 — 157 seines Tratte des substitutions giebt 
Herr C. Jordan eine ii)kanonische Formi) der Hnearen Substitutionen von 
n Veränderlichcn. Dieselbe versagt aber, sobald die Determinante der 
Substitution verschwindct. Eine leichte Abänderung der Methode föhrt 

Aeta maihåmatica. 17. Imprimé le 21 octobre 1803. 34 
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jedoch zu allgemeingiiltigen Ausdröcken. Daa Resultat, Avelches sich 
dabei ergiebt, ist das folgende: 
Es sei 

die charakteristische Function der Substitution 

(2) Xj, = Yc^^x^, (^.A»-i.2 "); 

dann lässt diese sich diirch die Einftthrung linearer homogener Verbind- 
urigen der x,, als neuer Veränderlichen auf die Form bringen 

u[ = ^, w; , f/r = w; + p,vt, . . . , vr = <-'' + p^ur. 

U', = p,u\, u:; = u', + p, w;' , . . . , mr^' = <-^> + />j<«>, 

(3) {/;=/>,<, 6x; = «;+/>!<. • • • 

(;r + ;r, 4- . . . + ;rA, = <Ti , t + r, + . . . + r^, = <t, , . . .)• 

Schreibt man jetzt die charakteristische Determinante der Substitution, 
die ja durch die Einföhrung der m ,?;,.. . keine Anderung erfnhren hat^ 
in ihrer zu (3) gehörigen Form nieder, so enthält sie nur in der Haupt- 
diagonale und in der dazu parallelen, links benachb«irten Reihe von NuU 
verschiedene Eleniente. In der Hauptdiagonale st^iht zuerst rXj-mal das 
Glied />, — p, dann ^^-mal p,^ — /?, u. s. f. In der links benachbarten 
Parallelreihe steht in allén zu t/^', U[y , ..., F^', F^', ... gehörigen 
Zeilen eine i, sonst öberall eine Null. 

Die Glieder ii,^ öder v,^ . . . , die in (3) einer und derselben Zeile an- 
gehören, wollen wir einer Kette der Normalform zurechnen; die Anzahl 
der Glieder einer Kette werdc als ihre Ordmmg bezeichnet; die Aus- 
drlicke ?( , r , • • • wollen wir die Normdlcoordinaten nonnen. 

ErwHhnt sei der besondere Fall, in welchem die charakteristische 
Function die Form />" annirnmt. Hier erhält man 

L\ = o, U^ = s,w,, U^ = C3W, , . . . , U„ = e„«„_,, 
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wobei die s beliebig einen der Werte o , i annehinen können. Daraus 
lÄsst sich dann, wie leicht zu sehen ist, die allgemeine Form von (2) an- 
geben. Es sei I 



«A 



fl II 



dann hat man, falls s^ = o und u^ = o gesetzt wird 

als allgemeine Form derjenigen Substitutionen, die bei mehrfacher Wieder- 
holung schliesslich alle Variablen zu Null machen. 



2. 

Wir behandeln jetzt die Aufgabe, die Elementarteiler bei der zu § 1, 
(3) gehörigen Determinante der Normalform zu bestimmen. Sie sind nach 
der Einftthrung des Herrn Weiehstrass folgendermassen zu definiren: Es 
sei (/>^ — pY' die höchste Potenz von (/>„ — />),'welche alle r*""' Subdeter- 
minanten, d. h. alle von der Ordnung n — r teilt, dann werden 

(O {pu- py'-"' , {pa - py'-" , {Pa - pt-" » • • • 

die zu (/>„ — />) gehörigen Elementarteiler. 

Um diese in unserem Falle zu bestimmen, bedarf es einiger Vor- 
untersuchungen. 

Wir betrachten zuerst die Subdeterminanten der zu § i, (3) ge- 
hörigen Determinante A, und bezeichnen sie durch 



(2) A 



a„3r,,ay?.^, ...,r7r,?r» 



wobei die ersten Indices sich auf die Ordnung der weggelassenen Zeilen 
(Z^^ , Z^, , . . . , Z^), die zweiten Indices y9 sich auf die Ordnung der weg- 
gelassenen Colonnen (C^^ , C^. , . . . , C^) beziehen. Dabei können Avir na- 
ttlrlich voraussetzen 

Gt, < a, < Gtj < . . . ; Ä < A < Ä < 
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Dann erkeniit man zunachst, dass (2) identlsch verschwindet, falls ^, < a^ 
ist. Denn tilgt man in unserer Deterininante die Colonne (7^^, dann treten 
in die zuri\ckbleibende Matrize von w(» — i) Gliedern, welche fttr den 
Augenblick mit r/^ bezeichnet werden sollen, fQr die Elemente 

(3) 



^/?i./?i ^hi^ih-ii • • • ^'/*„«-i 



nur Nullen eiu; denn alle diese Elemente stånden in A rechts von der 
Di«gonale. Tilgt man daim die weiteren Zeilen und Colonnen, so wird, 
wenn a^ > fli ist, immer noch ein System von /9,[('^ — r) — (y9, — 1)] 
Nullen zurQckbleiben, die in y9, Zeilen zu je {n — ;) — (f)^ — i) ange- 
ordnet sind. Das genttgt aber, um (2) zuin Verschwinden zu bringen. 

Soll also (2) von Null verschieden sein, so ist et, < fi^ zu setzen. 

Ferner verschwindet (2), wenn /?, >: aj, ist. Denn wenn OL^<a^<ft^ 
angenommen wird, dann entsteht aus A nach der Tilgung von Z„^ , Z^^ 
eine Matrize von n{n — 2) Gliedern, welche wiederum fCkr den Augen- 
blick mit d^,^ bezeichnet werden mogen. In ihr werden die Elemente 



^a,.l ^'a^,» • • • ^', 



(4) 



«a.«2 



^'Vi, H,l ^'a^^},2 ••• ^^a, + !,«., 



"n-2,1 ^'h-'1,1 • • • ^ '«-?,«.,. 



sammtlich gleich Null, da sich alle diese in A links von der ersten Pa- 
rallelreihe zur Hauptdingouale befanden. Tilgt man nun die Dbrigen 
Zeilen und Colonnen, so bleiben, falls ^9, > ct.^ ist, immer noch 

\(^n — r) — {a, — i)]Gt, 

Nullen in a^ Colonnen zu je [a — /) — (a^ — i) verteilt zurftck, und 
dadurch wird das Verschwinden von (2) bewirkt. Ist aber y9j = a,, so 
betrachten wir statt (4) das System von Nullen 



(5) 
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^«.,,1 ^'a^,^ • • • ^^o-^z-u-l 



^^11-2,1 ^^n-2,2 • • • (K-:i,a^-l J 



und dies ftthrt nach Tilguiig der fibrigen vorgeschricbenen Zeilen und 
Colonnen auf ein System von [{n — r) — (ot.^ — 2)] (a^ — i) NuUen in 
(2). Diese Detcrrninante. verschwindet also auch hier. 

Will man demnach das identische Verschwinden von (2) vermeiden, 
80 muss man a^ </i^ < a, annehmcn. 

Unterdröckt man darauf, um (2) zu bilden in A{p) die beiden 
Reihen Z^^^C^^, so entsteht zunächst eine Matrix von [n — i)(/i — 1) 
Elementen, die för den Augenblick wieder mit r/^, bezeicbnet werden 
mogen. In ihr ist jedes Element r/;,^ bei dem X < /i ^ /^ ^ A ^^^^ ^ei 
dem a > y9, , /i <l^i ist, gleich Null. Folglich zerfäUt A,,,j, in das Product 
aus einer Determinante (y9, — i)'^"^ und einer solehen [ti — y9,)' ' Ordnung. 
Jcne erste bleibt bei den weiteren Reihenstreichungen, die auf (2) fnhrcn, 
unberöhrt. Die zweite hat dieselbe Bildung wie A(/>) uud es gelten 
daher fiir den Obergang zunächst zu ^a^-s.^oi^^^ dieselben Oberlegungen. 
Somit erkennt man: 

Damit (2) von Null verschieden bei, mässen die Beziehungen gelten 

«1 < Ä < «. < Ä < «3 < Ä < • • • • 

Findet dies statt, dann zerfällt, wie sich soeben gezeigt hat, (2) in 
ein Product von Subdeterminanten, deren jede ihrem Hauptgliede gleich 
wird, da bei dem einen Teile derselben rechts, bei dem anderen links 
von der Diagonale nur Nullen stehen. Das Erste findet bei dem ersten, 
dritten, fttnften, . . . Factor statt; diesen kommen die Gradzahlen (a^ — i), 
(oj^ — 1 — /5,) , (a^ — I — /9.J , ... zu. Das zweite findet bei dem zweiten, 
vierten, sechsten, . . . Factor statt; diesen kommen die Gradzahlen der 
Determinanten (y9j — aj , (y?, — aj , (y?^ — a J , ... zu. Die Determi- 
nanten der ersten Art haben in der Hauptdiagonale nur Elemente [p^ — p) 
und ihre Werte werden sonach Potenzen von solehen Differenzen. Die 
Determinanten der zweiten Art haben in der Hauptdiagonale nur Grössen 
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I öder o. Eine Null tritt dann und imr dann auf, wenn eine der er- 
wahnteu Partialdeterminanten aus einer der Kettcn in dic folgende hin- 
Hber greift; denn die der Hauptdiagonale bonachbartc linke Parallelreihe, 
welche hier in die Diagonalreihe der zweiten, vierten, . . . Partialdetermi- 
nante gerftckt ist, enthillt stets und auch nur bei Beginn einer Kette das 
Glied o. Es ergiebt sich daher weiter: 

Damlt (2) nicht verschwind^, ist fenier nötig, dass Z^^ und C^^, ebenso 
Z^ und 6V^, . . . jedesimd solche Biayonal glieder aus A(/>) ausschneidefi, 
welche dersclbeit Kette angelfören. 

Nach diesen Un tersuch ungen ist es leicht, die zu p^ — p gehörigen 
Elernentarteiler zu bestimmen. Dabei niuss die Gesammtheit der nicht 
verschwindenden A^^^^ betrachtet werden. Wählt man Z^^ , C^^ so, dass 
die Diagonalglieder, welche A^^^ weniger hat als A, einer zu p^ ge- 
hörigen Kette entnornmen sind, dann tritt ftir die zweite Partialdetermi- 
nante der zweite, soeben erwähnte Fall ein. Es werden y9, — a, von den 
<7j Elementen p^ — p, die in der Diagonale von A(/>) vorkoinmen, jetzt 
ausscheiden. Nimmt man also «, = < , /^^ ^^ /T, dann fehlt die i. A. 
erste Determinante ganz; die zweite, hier an erster Stelle auftretende 
gehört dem zweiten Typus an, und so fällt, als höchst mögliche Potenz 
(yOj — py~^ fort, und ^a^h ^^^h^l* (/>i — />) ^^^ noch in der Potenz 
(^1 — O — (^ — O = ^1 — ^- E^"^ höhere Potenz känn nicht in Wegfall 
kommen, ohne dass A^^^^ = o wird. Die Vergleichung mit (i) zeigt, 
dass 2^0 = ^1 > P\ "= ^y — ^ wird, und dass also 7: der Exponent des ersten 
Elementarteilers ist. Diese Potenz von p^ — p ist die höchste, welche alle 
Subdeterminanten A„ , von A teilt. 

Um aus A,, , ,, . eine mötrlichst hohe Potenz von /y, — o ausscheiden 
ZU können, mllssen die beiden entsprechendcn Partialdeterminanten zweiter 
Art möglichst hohe Potenzen von /y, — p enthalten; dies findet statt, 
wenn man a^ = i , ji^ ^.-^ r ; a.^ = tt + \ , /^.^ = rr + tt,^ setzt. Dann 
erhalt nmn, da zwei Determinanten erster Art von den Ordnungen 

vorhanden sind, [p^ — p) in der Potenz a^ — - — r,. Dies ist gemftss 
(i) gleich p^ zu setzen, und dann wird p^ — p.^ = ;r,. Geht man in 
dieser Weise fort, so erhält man das Resultat: 



Zur Theorie der linearcn SubstitaiioneD. 271 

Die Determinante A{p) ersnheint, in ihre Element a rf eiJ er aufyelöst, 
un t er der Form 

Mp)= + iPi — PY{P^ — PYiP: —pY'"' 

(^) {p, — pYip, — pY{p, — pY' • • • 



so dass die Ordnungen der Ketten, ihrer Grösse nach geordnet, (ds Expo- 
nenten der aufeinanderfolgenden Elementarteiler auftreien. 



3. 

Wir wollen jetzt von der Substitution (2) § i mit den Coefficienten 
c^,^ zu einer neuen Substitution dadurch tibergehen, dass wfr jedem Ele- 
mente c^^, noch additiv ;-^„ . / hinzufögen. Die y sollen dabei beliebige 
endliche Constanten sein, während t eine unendlich kleine Veränderliche 
ist. Es folgt leicht, dass die Wahl der y so getroflfen werden känn, dass 

d[p) = d = \c^x + rnxt — pe^^\ = o 

för alle von Null verschiedencn, hinlanglich kleinen Werte t nur ungleiche 
Wurzeln besitzt. Ftthrt inan die erste Substitution durch die Benutzung 
der Normalcoordinaten v^ = ^n^^x^ in die Nonnalforni öber, so wird die 
gleichzeitige Einföhrung der u in die zweite Substitution diese in eine 
Form bringen, welcher jene Normalform benachbart ist, und Coefficienten 
besitzen, welche in t linear sind. 

Wir wollen die Wurzeln von d = o untersuchen, aber nicht gleich in 
voller AUgemeinheit, sondern zunächst in dem Falle, dass A (/:>) = (/?, — p)* 
wird. Es ist ferner nur eine Erleichterung in der Bezeichnung, wenn 
wir />, = o setzen. Wir wollen annehmen, dass in der zu gehörigen 
Substitution k Ketten, bezw. von der Ordnungen 

vorhanden sind; alle Diagonalglieder in haben die Form j-^^J — p; 
ferner ist, wenn die Glieder in mit d^^ bezeicbnet werden, 
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(O 



^21 =^21-^+ Ij ^.H2 = r,^'^+ 1> ^'a,.ä,-1 =rA|.A,-l-'+ ^ 

^*Ä, + Ä2+1,Ä, + Aj = Ai + A-f l.AH*2' ' ' "A, * A„-f2,Ä, + A2+J = ^1 + A...4 2, Ai+*«+l ' ^ ' ^> ' ' * > 



« — a 



wfthrend die ttbrigen d^, alle gleich den j-^^J zu setzen sind. 

Entwickelt man nun 0{p) nach Potenzen von />, dann wird +p 
mit der Summe aller der Subdeterminanten a^'*^ Ordnung von 0{o) mul- 
tiplicirt werden, deren Hauptdiagonalen der Hauptdiagonale von 0{o) 
entnommen sind. Es kommt uns darauf an, die niedrigste, in dieser 
Summe vorkommende Potenz von t zu ermitteln. 

För a = i linden wir sofort t^^j'^),. 

För a = 2 betrachten wir, wenn Aj > i ist, die Determinante 



hJ 



h2* 



und sehen, dass auch hier t^ das niedrigste auftretende Glied ist. 

FCir a = 3 folgt, wenn h^ > 2 ist, das gleiehe Resultat, wie aus 



hervorireht. 



rJ 



h^f 



r,if + I r,,f 






rJ 



rJ + I r,J 



Das sotzt sich so fort, bis zu a = Aj, wo in der entsprechend ge- 
bildetcn Determinante noch O auftritt. 

Nimmt man aber weiter a — Aj + i, so sieht man unmittelbar, 
dass t^ nicht mehr auftreten känn. Dc*nn dies ist nur möglich, wenn in 
einor der als Coofficienton auftretondon Determinanten allo Glieder der 
znr Hauptreihe links bcnachbarton Heiho din Summanden i enthalten; 
das geht hier aber nicht mehr, da keine Kette von hinreichend hoher 
Ordnunjr igt. Andererseits erkonnt man aus der Determinante 1^;^^!? 
(x , X = I , 2 , . . . , Aj + i)» <i^^^s ein Glied mit t^ auch wirklich erscheint. 
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In gleicher Art folgt fttr x , A = i , 2 , . . . , /?j + 2, dann fttr 
X , A = I , 2 , . . . , A, + 3 , u. 8. f. bis zu x , A = i , 2 , . . . , ä^ + 7?^, 
dass jedesmal Glieder mit t^ vorhanden sind. 

FOr a = /?, + \ + I bis a = h^ + K + ''3 giebt es Glieder mit 

t^y u. s. f. 

Es wird daher die Entwickluno: die folgende werden: 



(2) 



0{p) = ± />" + Ajp"-' + Ajp'-' +... + A.tp'- 



— A,— Ag 



+ F, />*'-' + F,<y"-» + . . . + F,Jx 



die Exponenten der letzten Zeile folgen aus 

K + ''2 + Ä3 +••• + ** = ^^• 

Freilich ist bisher nur gezeigt worden, dass die angegebenen Po- 
tenzcn von t die niedrigsten sind, die öberhaupt vorkommen können, 
aber noch nicht, dass sie aucli wirklich auftreten. Dies zeigcn wir am 
einfachsten an folgendem Beispiele: Es ist, wie man ohne Schwierigkeit 
erkennt, 



(-,)" 



t—p t 



t 



t 



«. 



• • • 



• • • 



t 



a. 



— P 



a 



= P 



ti 



I — o 



W--3 



//)" * — a^fp"* ' — (^'/^Jft' — ^i^i^U^P 



n- 4 



• • • ' '''O'! * * * ^'»J* 



n 



Setzt man hierin die a^ gleich den dx^x-\ ^us (i), dann liefert diese De- 
terminante ein Beispiel fftr ö(/>), bei welchem die Form (2) wirklich 
auftritt. Dieselbe Form muss daher för unbestinimte y bestehen. 

Nachdem diese erste Frage entschieden ist, wollen wir an zweiter 
Stelle die Wurzelentwickelungen för d{p) = o gemass (2) vornehmen. 
Dies gestaltet sich bei der Anwendung des sogenannten NEWTON^schen 

Ada mathemoHea. 17. Imprinié le 23 octobre 1B93. 35 
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Parallelograinins ^ besonders einfach. Es handelt sich hierbei darum, die 
Glieder zu besti minen, welche auf der rechten Seitc von (2) die niedrigste 
Dimension erhalten, Avenn man fttr p etwa T einsetzt, nnd darum, die 
passenden Werte von ot anzupjeben. Dabei kommen aiisser />" sioher nnr 
die Schluss^rlieder der einzelnen Zcilen in Fraore, also 

Hier ist zu beachten, dtuss man hat 



''i .5^ ^h 1 ^ ''x-2 .5^ • • • ."^ ''1 \ 



daraus folgt, dass fiir 



a = T- die beiden ersten Exponenten; fttr 

(4) 0^ = I — ^^^ zweite und der dritte Exponent; fOr 

a = T — der dritte und der vierte Exponent u. s. w. 

die niedrigsten Werte annehmen. Dieses Verhaltnis wird auch dann nieht 
gestört, wenn mehrere der h einander gleich werden; dann werden eben 
nur die entsprechenden a und die Exj)onenten selbst einander gleich. 

Nach dem NEWTOx^schen Satze ergeben sich dann die Entwickelungen 



wobei 5Pj , 5Pj , . . . Potenzreihen bedeuten, die nach ganzen Potenzen der 



* Vgl. Baltzer: Analyiische Oeomeirie, S. 305. PuiSEUX: Unlersnchnngefi iiber 
die ahjehraischen Fiaictionen, dargratellt von H. Fischer, S. 15 ff. 
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Argumcnte fortschreiten, und die cd^jW^j... primitive h^ , 74* , . . . Ein- 
heitswurzeln sind. 

Gleiches folgt fOr den allgeineinen Fall, sobald die Potenzen (3) 
auch bei der allgemeinen Deterininante als diejenigen der niedrigsten 
Ordnungen bestehen bleiben. Es ist auf die folgende Art leicht zu sehen, 
dass dies tatsächlich eintrifft. 

Wir woUen eine Substitution (n + wj)'*' Ordnung in der Normalform 
annehmen; p = o sei wie bisher die n-fache Wurzel; die ttbrigen Wurzeln 
mogen /Oj , /O^ , . . . heissen. Wir bilden wie vorher die Ueterminante 
Aj(yo) der benachbarten Substitution. Ihre ersten n Zeilen stimmen in 
ihren ersten n Colonnen mit dem 0{p), welches wir soeben untersucht 
haben, iiberein. Wir entwickeln nun Aj(/>) dem LAPLACE'schen Satze 
gemass in eine Summe von Producten aus Determinanten, die den n 
ersten Zeilen, und solchen, die den m letzten entnommen sind. Dabei 
erhält man zunächst d{p) mit einer Determinante ^^ip) ^^^ ^'*^*° Ord- 
nung multiplicirt. Dicse beginnt mit einer Constanten bei ihrer Ent- 
wickelung nach Potenzen von />; so duss also sämmtliche in (2) enthaltenen 
Glieder wieder auftreten; und diese sind in 0{p) . ^^{p) die der niedrigsten 
Dimension, da jede Multiplication von (2) mit eineni p^t'' nur die Di- 
mension erhöht. Ausser dem betrachteten Producte 0{p) . ^^{p) kommt 
eine Reihe llhnlicher Glieder vor, die aus jenem durch Austausch von 
Colonnen entstehen. Hierbei fallen aber in jedem Factor höchstens Glieder, 
die gleich i sind, aus der Diagonal-Parallelreihe fort, d. h. es treten allen- 
falls höhere aber niemals niedere Potenzen von t bei denselben Potenzen 
von p auf. Die Dimension der Glieder vermindert sich daher niclit. 

Ferner liefern die Annahmen (4) genau die 71 Wurzeln, welche för 
^ = o zu p =^ o werden; weitere Wurzeln und weitere, hierher gehörige 
Glieder niedrigster Dimension giebt es also nicht. 

Folglich gelten die ilber die Wurzelentwickelung gemachten Schlttsse. 

Ist eine Substitu/ion mit den Coefficiefiten c^x g^geben, welche p = p^ 
als Wurzel der charakteristischen Gleichutiff besitzt, und biidet man eine 
Substitution mit den Coefficienten c^x + T^^-^y worin j-xx unbestimmte Con- 
stanten und t eine beliebig kleine Veränderliche bedeuten, so möge es får 
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(lie Enlwickelunyen 






gehen. Dann hesitzt die ursprungJkhe SubstHution, al so die fiir wdche t = o 
gesetzt ist, fur p = p^ eine Kette der Ordnung ä,, eine zweite der Ordnung 
h^, II. s. f, Die Entwkkelangen der Wurzeln hestimmen ålso die Ordnungen 
der Ketteriy hezw. der Elemenlarteiler. 



4. 

Zum ZAvecke unserer Aveiteren Untersuch ungen betrachten wir, wie 
auch schon iui § 2, die Subdeterniinanten A«^ der Normalform unserer 
Substitution mit den Coeftlcienten c,,^. Dabei bedeuten wie oben a , y9 
die Indices der weggelassenen Zeile und Colonne. Uin die Bezeichnung 
zu vereiufachen, nehmen wir p = o als m-faehe Wurzel von A(/>) = o an 
und setzen die zugehörigen Zeilen in der Determinante an die erste Stelle. 

Aus § 2 können wir unmittelbar das Resultat (ibernehmen, dass 
A,,j = o sei, wenn a > /? wird. 

I. Nun setzen wir zunächst ^<m voraus. 

Ist a = 1 , 2 , . . . , /?, so zerlegt sich A^^^ sofort in das Produet 
einer Determinante (m — i)'*^** Ordnung, die den m ersten Zeilen, und 
einer solchen (w — m)^**" Ordnung, die den (w — m) letzten Zeilen von A 
entnommen ist. Die letzte sei 

(i) A^ + Ajj + Ay + . . . + A„_,y— = T{p), {A, 4= o); 

dass Aq =^ o sein muss, folgt leicht daraus, dass diese Hauptsubdetermi- 
nante die Wurzel /> = o nicht mehr besitzt. Der erste Faetor ist aus 
den m ersten Colonnen der m ersten Zeilen derart entnommen, dass in 
ihnen Z^ , C^ unterdruckt Avurden. Dabei sieht man sofort, wie aus den 
Zeilen Z^^j , Z^^^ , . . . , Zj_i die Glieder der F^arallelreihe zur Haupt- 



Zur Theorie der Hoearen Substitutiooen. 277 

(liagonale, welche fttr die Substitution charakteristiscli ist, in die Diagonale 
selbst rtlcken (vgl. § 2), und so folgt filr diesen Factor der Wert 

je nachdem Z^ , C^ in dieselbe Kette, die zu yc/ = o gehört, einschneiden 
öder nicht. 

Ist a > y9, so verschwindet A«^ nach § 2. 

II. Ist p > m, so zerfällt die Detenninante A„^ wieder in das Product 
zweier anderen, deren zweite von der Ordnung {n — m) ist und aus den 
letzten (n — m) Zeilen entnommen wird. Da aber hier C^ gestrichen ist, 
so wird aus den ersten Colonnen, die nur NuUen inncrhalb der betreffen- 
den letzten Zeilen enthalten, eine solche herausgenommen werden inttssen. 
Es verschwindet daher A«^. 

Dies ergiebt 

' A,^, = ± A^'-' ± A,p- ± . . . , («=/?< Vi), 

(2) A«^ = + f^-^-^K T{p) öder =- o, (a < /9 < m), 

A^^ = o, (in allén anderen Fallen). 

Geht man von dem eben betrachteten A zu dem im vorigen Para- 
grafen untersuchten benachbarten mit den uni j^^^ • ^ vermehrten Ele- 
menten tlber, so folgt modulo t • 

0,^ - ± Ay'-' ± Ay' ± . . . , («=/?< ''O» 

(3) 0^^ = ± p-'--^^ . T{p) öder =0, («</?< m), 

0^ = o, (in allén anderen Fallen). 

Nun setzen wir 

(4) Ölafl + 0,J, + . . . + O^J, = F«(C), 

dann folgt aus der Fundamental-Eigenschaft der Determinanten und der 
Definition der Substitution mit der Determinante 
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(5) ^-{X) = /,jr;'(^) + ^Ki^) + a;«^", 

wobei die obereii Iridices die Ableitungen der bctreffenden Fuiictionen 
nach p be7,eichnen sollen. ^a""^^ enthillt als CoefFicienten nach (4) 

\yj ^\a 5 ^ta J • • • > ^aa > • • • > ^na 

Sctzt man hierin fur t und ^ jedesnial o ein, so verschwindet, wenn a > wi 
ist, nach (3) jedesnial die ganze Reihe. Ist dagegen a < m^ so zeigt (3) 
dass d]!^~^^ sicher von NuU verschieden ist, und möglicherweise auch 
noch die vorhergehenden Glieder der Zeile (6), wjlhrend die folgenden 
verschwinden. 

FQr a < m ist also jrj/'*"*^(a;) nicht gleicli Xull. Da /> = o eine 
m-fache Wurzel von A = o ist, so versehwinden ö^"*~*^, d^"'~'^\ .... Die 
letzte Gleichung von (5) ergiebt also fttr p == o, t = o 

jrr-''(x) -^ ('» - OFr"(^)- 

Ist ^a'~^\x) identisch gleicli Null, so haben wir in frj/'*"^^(a;) eine zu /> = 
gehörige Normalcoordinate gefunden, wie die letzte Gleichung von (5) 
zeigt. Ist ^^^"'^\x) dagegen nicht identisch Null, so liefert die in (5) 
vorhergehende Gleichung 

^^l"'-='(X) = {,u - 2)^<;r-^x). (,.., .=., 

Ist hier ^T^^\^) identisch Null, so hat man eine aus ^T~^\^) ^^^d 
^T~^\^) bestehende Kette zweiter Ordnung erlangt, da der Factor (m — 2) 
nur formål aber nicht im Wesen eine Anderung hervorruft. Ist dagegen 
^(m-3)^^^ nicht identisch Null, so kommen wir in gleicher Weise zu einem 
dritteii Kettengliede u. s. f. 
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Da endlich för a = i , 2 , . . . , m alle (p von einander verschieden 
sind, weil ja j?«(rc) mit ö^~'^ abbricht, so ergiebt uns das Schema (5) 
fttr t = Oj p = o alle zu der .Wurzel p gehörigen Ketten. 

Bemerken wir weiter, dass die ^a{^) ^^s Normalcoordinaten direct 
aus der vorgelegten Substitution mit den Coefficienten Ci^-^-yxiii ™^ Htilfe 
der Subdeterminanten (n — i)*®' Ordnung gebildet werden können, so 
erkennt man Fölgendes: 

Es set eine Substitution mit den Coefficienten c^x vorgélegt; mr bilden 
eine benachbarte Substitution mit den Coefficienten e^x + ^xx^y wobei t eine 
bdiebiff kleine Variable und die y^x Constanten bedeuten, die so gewdhlt sind, 
dass die zugéhörige cTiarakteristische Gleichung keine gleichen Wurzeln besUzt. 
Dagegen mag die charakteristische Gleichung der ersten Substitution die 
Wurzel p = o genau m-fach besitzen. Bann werden m Wurzeln der cha- 
rakteristischefi Gleichung der zweiten Substitution fur t = o auch gleich o. 

Wir bezeichnen nun mit 

die Adjuncten der Elemente aus der a^° Colonne in 
und mit ^a{^) ^'^ lineare Function 

^la^l "T ^2a^2 "T • • • "T (^na^n\ 

die Ableitungen derselben nach p sollen der Reihe nach durch 

(a = l,2, ...,n) 

bezeichnet werden. 

Bann wird fur t = o, p = o das letzte Glied ^^^^^\x) der Zeile (6) 
verschwinden bei n — m Werten von a . Wählt man fär einen der ubrigen 
Werte von a ausser dem letzten^ nicht verschwindendem Gliede noch diejenigen 
vorhergehenden, die gleichfalls nicht verschwinden, so bilden diese die Glieder 
einer Kette der Normalform in der durch die Glieder von (6) angegebenen 
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Reihenfolge; die nicht verschwindenden fr^"*~^^(ir) geben aho die einzélnen 
letzten Kettenglieder. 

Durch diese Darlegungen ist der Ubergang von der Normalform 
einer nicht singulJVren Substitution ziir Normalform einer benachbarten 
singularen geliefert. 

Giessen d. 25. September 1891. 
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Ober lineare relationen zwischen thetaproducten 

VON 

A. KRAZEE 

io STRAS8BURO 1. E. 

In meiner Habilitationsschrift ^ habe ich diejenigen Thetafunctioneii 
einer Verändferlichen, deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen 
gebildet sind, einer systeinatischen Behandlung in der Hinsicht unter- 
zogen, dass ich die zwischen dicsen Functionen bestehenden wesentlichen 
Beziehungen erforschte. Meine Untersuchungen haben spftter in der 
sorgfaltig ausgefcihrten Dissertation des Herrn Schleicher ^ eine Fort- 
setzung gefunden, indem derselbe ihnen das Additionstheorem und^ das 
Umkehrproblem .der aus diesen Functionen gebildeten Quotienten hin- 
zufögte. 

Dass sich die nämlichen Untersuchungen för jene Thetafunctionen 
einer Veränderlichen, bei denen der gemeinsarae Nenner r der Charak- 
teristikenelemente 5 öder tiberhaupt eine ungerade Zahl ist, anstellen 
lassen, ohne wesentlich neue Hölfsmittel zu erfordern, war zu sehen; diese 
Untersuchungen hat Herr Sievert ^ mit Erfolg begonnen. 

Nun lag aber andererseits auch der Gedanke nahe, die in meiner Ha- 
bilitationsschrift angestellten Untersuchungen auf Thetafunctionen mehrerer 



* tjher Theiafmictionen, deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet 
sind, Mathem. Annalen, Bd. 22, pag. 416. 

' DarsteUung und Umkehrung von TtietaqiLotienten, deren Ghardkieristiken atis Dritteln 
ganzer Zahlen gebildet sind. Inaug. Dissertation, Wttrzburg 1888. 

* t)ber Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus Filnftdn garner Zahlen bestehen. 
Schul program m des neuen Gymnasiums in NUrnberg 1890/91. 

Aeta nuUhematiea. 17. Impriiné le 24 octobrc 1893. 8$ 
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Veränderlichen auszudehnen, umsoniehr als die zur Grundlage dienende 
Thetaformel sich ohne weiteres ftir beliebiges j) aufstellen liess. Dahin 
gehende Untersuch ungen hat Herr v. BhaunmChl ^ angestellt. Derselbe 
ging aber noch weiter, indem er auch die schönen Untersuchungen, welche 
Herr Frobenius ' Qber die zum Werthe r = 2 gehörigen Thetafunctionen 
mehrerer Veränderlichen initgetheilt hatte, auf den Fall r = 3 öbertrug. 
In einer späteren Abhandlung ^ hat Herr v. BraunmOhl seine Unter- 
suchungen auf den Fall eines beliebigen r zu tibertragen versucht. 

Bei dem auf die Charakteristiken bezöglichen Theil solcher Unter- 
suchungen erkennt man aber bei einiger Sorgfalt, dass eine Ubertragung 
der im Falle r = 2 erhaltenen Resultate nur auf den Fall, wo r eine 
Primzahl ist, im ganzen Umfange geschehen känn, dass dagegen in dem 
Falle, wo r keine Primzahl ist, diese Resultate zum grössten Theile ihre 
Gftltigkeit verlieren. Was ferner den auf die Thetafunctionen selbst 
beztiglichen Theil der erwähnten Untersuchungen betriflft, so wird man 
sich dabei in allén Fallen mit Vortheil als Ausgangspunkt jener Theta- 
formel bedienen, welche zu diesem Zwecke von Herrn Prym und dem 
Verfasser * mitgetheilt wurde. Bei specielleren Untersuchungen erfordern 
aber der Fall, wo r gerade ist, und der, wo r ungerade ist, eine ver- 
schiedene Behandlung. 

Die nachfolgenden Zeilen sollen einen kleinen Beitrag zur Theorie 
der zu einem beliebigen Werthe von r gehörigen Thetafunctionen mehrerer 



* Unters^uchungen iiber p-reihige Gharakieristiken^ die aus Drittdn garner ZaJilen 
gehildet mul, und die Additionsiheoreme der xugehörigen Thetafunctioiien, Abhandl. der 
K. bayer. Akaderaic der Wiss. II. Classe, 16. Baod, 2. Abth., pag. 327- 

* tJber dos Addiiionstheoretn der TJielafundionen mehrerer Variabeln^ Crelles 
Journal^ Bd. 89, pag. 185, und: Vber Gruppen von Thetacharakteristiketi, Crclles 
Journal^ Bd. 96, pag. 8r. 

'* Uber Gruppen von p-reihigen Ch ar akterist iken, die aus n*®^° ganxer Zahlen ge- 
biidet sirid und die Relationen xngehi/riger Thetafimdionen n^®' Ordnung, Mat hem. An- 
nalen, Bd. 37, pag. 61. 

Uber die Verallgemeinenuig der Riemann' schen Theiaformd, Aeta mathematioa, 
Bd. 3, pag. 240. Es rauss liier bcmcrkt werden, dass die Formel (25) des Herrn von 
Braunmiihl (Math. Ann., Bd. 37, pag. 94) durch Addition jener n^ Formeln (ö^) entsteht, 
bei denon an Stelle von [tj] die n^ Charakteristiken (/>v^), /? = O , I , , , , , n^ — I, ge- 
sotzt »iinl. 



t)bcr lineare RelationeD zwischen Thctaproduoten. 



283 



Veränderlichen liefcrn. Bei anderen Untersuchungen im Gebiete der Theta- 
functionen wurde der Verfasser näinlich auf die Frage liingewiesen, unter 
welchen Uinständen t^ Thetaproducte r^''" Grades Ö[^ + a^*^]((^^))j ^=o, i, 
. . . , r^ — I , bei denen die Charakteristiken [a^*^] cine Gruppe bilden (in 
dem Sinne, dass die Summe irgend zweier von ihnen wieder unter ihnen 
enthalten ist) linearabhängig sind. Es sollen im Folgenden die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen hiefttr aufgesucht werden. 



1. 

Die Rieinann'sche |)-fach unendliche Thetareihe: 



&{v^\...\v;)= Y, ^ 






apL/itntitnu' -^-2 ^, mfiVp. 

/t = 1 /x' = 1 /X " 1 



mi,...,ffip 



bei der die Parameter a,^,, = a^,'^, (^fx ^ fx' = i , 2 , . . . , 2?) der fttr die ab- 
solute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, 

dass för reelle x der reelle Theil von ^^a x x > eine negative Form 

sei, unterworfen sein sollen, stellt eine einwerthige und fttr endliche v 
stetige Function der complexen Veränderlichen v^j...yVp dar, die den 
Gleichungen : 



(lo) 
(2.) 



å{v^ I • • • I ^y + 7ri\ . . .\Vp) = å{v^ I ... 1 1;^ I ... I Vj), 



(»'■=1.2 p) 



gentlgt ErfUllt umgekehrt eine einwerthige und fttr endliche v stetige 
Function der complexen Veränderlichen Vj , . . . , t;^ die Gleichungen (1), 
(2), so känn sie sich von der Function ^(1;^ | . . . 1^;^) nur um einen von 
den v freien Factor unterscheiden. 



284 



A. Krazer. 



Die obige Function ist ein besonderer Fall der allgemeineren: 






• i...,-|-oo 



= r « 



fn|)...|/'tp 



bei der r eine positive gaiize Zahl, die a , a' ganze Zahlen bezeichnen. 
Die so definirte Function ist mit der ursprftnglichen Function ö(t;j |...|<^^) 
verknttpft durch die Gleichung: 

4"' ■ ■ ■ "% I • • • I ^.) 

L«i . . . otpJ 

i\ + Z ^<h, + 7^i . . . h^p + Z ^a,^ + ?^ 



r Z «/v*'-^,- +22:-^ t?;t+ -f^;rt 



und geht, wenn die sämmtlichen Grössen a , a' den Werth Null annehmen, 
in dieselbe O ber, d. h. es ist: 



*[o . \ ' o]^^^ \"'\^r) = ^^^i I • • • I ^p)' 



Ahnlicli wie die ursprttngliche genttgt die allgemeinere Function den 
Gleichungen: 



(O 



4"; • • • '%v, 



v^ + Tui 



^r) 



= * 



Ui . . . fÅjJ 



lavri 



■ • 



IK 



... |t;^)6 »* , 



(y=l,2,...,P) 



(2) 4"' ■ ■ ■ "' k^' + « 



11/ 



Vp + «;.v) 



= ö 



, \{i\ I ... I Vp)e 



— 2tV — ayy — 



2a V 7» 
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welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen Vj , . . . , Vp freien 
Factor besti ramen. 

Uer Zahlencoinplex ) * ^ soll, wenn dadurch kein Missverständ- 

L«i . . . ttpj 

niss zu befQrchten ist, abgekOrzt mit , bezeichnet werden; ebenso möge 

es erlaubt sein, wenn die Ausdrftcke fttr die Argumente einer Theta- 
function sich nur durch untere Indices unterscheiden, hinter dem Func- 
tionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck för die Argumente mit Weg- 
lassung des Index in doppelte Klammern eingeschlossen zu schreiben, 

also å\ . \((v)) statt m , \{v^ | • • • | ^p)] ^^^ Anschlusse däran möge dann 

das Grössensystem t; J . . . 1 1;^ einfacher durch (v) bezeichnet werden. Be- 
zeichnet man dann endlich noch das System: 

v 



r ' r 



^ rr- ^ 



wobei unter den ^ , ^ ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 

(v + 'n )> so bestehen fQr irgend welche ganze Zahlen (i , ^yj^ i f die 
beiden im Folgenden zur Anwendung kommenden Httlfsformeln: 



H^pn^p Q o /i = /> 



(^)€]((»+i?i)=€:>»^ '■"■■■ - • 



2nU'^-^ 



LcCi + r/^i . . . ccp + TYpA Lai . . . a^A 



Z «/*//* 
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Mit 61 . \{(v)) werdc ein Product von r Thetafunctionen von der Form: 

bezeichnet, bei dem die c Constanten bedeuten, welche den p Bedingungcn: 

gentlgen. Ein solches Product soll ein Thetaproduct r*^" Grades genannt 
werden. Aus der Formel (B) des Art. i folgt sofort för jedes System 
ganzer Zahlen j- y f die Gleichung: 

welche zeigt, dass im Ganzen r^^ verschiedene Functionen m . ((y)) exi- 

stiren; als Representanten derselben können diejenigen angesehen werden, 
bei denen die a , o! sämmtlich Zahlen aus der Reihe o, i , . . ., r — i sind. 

Der Zahlencomplex . = ! ^\\ soll die Charakteristik des 

L« J I «! . . . a^ J 

Thetaproductes genannt und im Folgenden körzer mit [a] bezeichnet 
werden. Mit Röcksicht auf die letzte Formel denke man sich im Fol- 
genden stets bei der Charakteristik [a] die sämmtlichen Zahlen a, a' durch 
ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt; es gibt dann im 

Ganzen nur r^^ Charakteristiken, die aus | '' h hervorgehen, wenn 

man an Stelle des Systems der ip Buchstaben »i ,..., a^, ,«!,..., a^ 
der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Elemente o, i , ..., r — i 
zur 2j}^®" Classe mit Wiederholung treten Iftsst Die Charakteristik 

[soll kurz mit fol bezeichnet werden. Unter der Summe zweier 
o. . . oJ ^ ^ 



'-'- •- 
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Charakteristiken [a] , [/i] soll jene Charakteristik [j-] = [a +/9] verstanden 
werden, deren Elemente j-^, ^ j-j, iilr jul = i y 2 ^ . . . . p durch die Con- 
gruenzen ^,, = a^, + Ä^ (mod. r), ;-^ = a„ + /^ (mod. r) bestimmt sind; ebenso 
unter der Differenz der Charakteristiken [a] , [^] jene Charakteristik 
[d] = [a — ff], deren Elemente åf, , å^, ftir /£ = 1 , 2 , . . . , p durch die 
Congruenzen d,, = o^, — /S*, (mod. r) <?^ = a^, — /i'^ (mod. r) bestimmt sind. 
Eine Charakteristik [/9], deren Elemente p^ , ^^^ fttr /i = i , 2 , . . . , p 
durch die Congruenzen ^^^^ga^, (mod. r), p^^ — ga^, (mod. r), in denen g 
eine ganze Zahl ist, bestimmt sind, möge mit [^] = [9a] bezeichnet werden. 

Es möge endlich erlaubt sein, das frtlhere Symbol ( ^ + ^ J ) ktlrzer 

durch {v + |/9|) zu ersetzen. Ftir das Thetaproduct S\a\{v)j besteht dann 
auf Grund der Formel (A) des Art. 1 die Gleichung: 



fi^Pfi^p p ^ /t=p 



0[a]i(v+\^\}=8[a+fi]{(v}e ""'.'■ = • ' .=i ^ ♦• ' ' 
die im Folgenden wiederholt zur Anwendung gelangen wird. 



3. 

Es mogen mit [a^*^] , [a^^^] , . . . , [a^*^] q {q'< p) Charakteristiken von 
der Beschaffenheit bezeichnet werden, dass die Gleichung: 

in der die g ganze Zahlen bedeuten, nur durch g^ =g^ = ,. . ~//^ = o (mod. r) 
befriedigt werden känn, und dass weiter fttr jedes x und A von i bis j: 

(2) 'Z {al:'a;,^'' — a;}'' af') =0 (mod. r) 

ist. Aus diesen Charakteristiken biide man dann mit Hölfe ganzer 
Zahlen g^ , g^, - - > , gg die Charakteristik [g^a!^' + g^a^^' + • • • + .(Z^^i^^^] und 
lasse darin an Stelle des Systems der q ganzen Zahlen g der Reihe nach 
die sämmtlichen r^ Variationen der Elemente o , i , . . . , r — i zur 9**" 
Classe mit Wiederholung treten. Die r* so entstehenden Charakteristiken 
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[«(">] = [o] , [a^^^] , [a^^^] , . . . , [a^'^"'-] sind dann alle von einander ver- 

schieden, uiid es besteht för irgend zwei unter ihnen die Congruenz (2). 

Man definire nun 1^ Grössen w;r^(»)i, x = o , i , . ..,r' — i folgender- 

mässen : 

I. Tst r ungerade, 

so setze man för x = o , i , . . . , r^ — i : 



r— I 






dabei ist, wie im Folgenden Hberall, im Exponenten S zur AbkOrzung 



/t=p 



statt S gesetzt. Jede der so definirten Grössen bleibt dann, was zu ihrer 

/i-i 

Brauchbarkeit uniimgänglich ist, ungeändert, wenn man die Zahlen a , a' 
um beliebige ganze Vielfache von r andert; auch ist, wenn x, X irgend 
zwei Zahlen aus der Reihe o , i , . . . , r^ — i bezeichnen: 



r u ^ /* /* '* f*- ^ 



— ^[a(x)]^^[a(Ä)]^ 



und man hat daher auf Grund der Congruenz (2) die Gleiehung: 

' *. fl fl 

2. Ist r gerade, 

so setze man w^Q^ = i , wähle Wr^^^^^ , Wr^^^ , • . . , ^^[am ^^^^ Belieben so, 
dass: 

ist, was auf 2* Weisen geschehen känn, und definire die Grösse: 

^[«u)+«a)+«(v)+...] ) 

bei der x , A , i^ , ... Zahlen aus der Reihe i , 2 , . . . , g bezeichnen, die 
auch theilweise öder alle einander gleich sein kOnnen, durch die Gleiehung: 
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Es ist dann wiederum för irgend zwei Zahlen x , X aus der Reihe o, i, 
r* I • 

^ r fl f^ f^ 

^[a(«)±aa)] ~ ^[«(«)] ^[<i(A)] ^ • (x,A-0,l,...,M-l) 



Man nehme nun an, dass zwischen den r^ Thetaproducten r*®° Grades 
^bl + ^^''^]Mf X = o y 1 , . . . , r* : — I, bei denen [^] irgend eine Charak- 
teristik bezeichnet, eine lineare Relation: 



x = r«— 1 

XrrO 



(3) 2: c,ö[, + «("]((«)) = o 



bestehe, in der die c von t; unabhängige Grössen bezeichnen, die nicht 
alle den Werth NuU besitzen. Lässt man dann das Variablensysteni {v) 
in das System (v + |«^'^|) öbergehen, indem man unter x' irgend eine 
Zahl aus der Reihe o, i , ..., r* — i versteht, so geht aua der Gleichung 

(3) die neue: 

(4) ^0 ^ ' ' ' ' 'Mv + <^''' + ^'"]M = O 

hervor, und aus dieser entsteht, wenn man mit [s] irgend eine Charak- 
teristik bezeichnet, linke und rechte Seite mit: 

multiplicirt und nach x' von o bis r* — i summirt, die Gleichung: 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung fahre man nun an Stelle des 

Ada matiumaiiea. 17. Iraprlm* le 27 octobre 1893. 37 
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Suininationsbuchstabens x' einen neuen Summationsbuchstaben A ein, in- 
dem man: 

[«(«>] = [a^*> — a(^>] 

setzt und dabei unter v eine Zahl aus der Reihe o, i , ..., r* — i versteht, 
aber die sogleich verfttgt werden wird. Bei der Ausföhrung der Sum- 
mation nach x* durchläuft dann auch A die Reihe der Zahlen o, i, 
. . . , r' — I nur in anderer Reihenfolge, und man erhRlt, wenn man 
schliesslich noch v = x setzt und beachtet, dass: 






gr TT ^ /* 



ist, aus (5) die Gleichung: 



(6) ( V g— Tt*^"" '"""" "''-^c. 



,i = r»-l 2^i 



Fttr jede der r^^ Charakteristiken, die man an Stelle von [s] setzen 
känn, muss dahor, sobald nicht der erste der beiden die Unke Seite der 
Gleichung (6) bildenden Factoren verschwindet, der zweite Null sein. 
Da nun aber aus dem Verschwinden al ler ersten Factoren das Ver- 
schwinden der sämmtlichen Grössen c folgen wtirde, und dies ausge- 
schlossen ist, so ergibt sich als Resultat der bisherigen Untersuchung, 
dass immer, Avenn zwischen den r* Thetaproducten r*®° Grades ö[3y + <3t^'^]((^))> 
X = o , I , . . . , r^ — I , Qberhaupt eine lineare Relation (3) besteht, dann 
zwischen ihnen auch mindestens eine, im AUgemeinen aber mehrere li- 
neare Relationen von der speciellen Form: 



(7) 









existiren. Das Bestehen dieser Relationen (7) ist dann aber auch eine 
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zum Bestehcn der Relation {3) hinreichende Bcdingung, da sich die linke 
Seite der Gleichung (3) aus den linken Seiten der Glcichungen (7) auf 
Grund der Gleichung: 

(8) 'i'c.8[, + a'-](W 

7r(a;:',;-.;«,,.) _,_ \ | 



-I 



j^i »2;/ (u . .,11 1 N 

c( r e' '^" ' ' '■'"'(,mi% + <»"']Ci'))j| 



in der die Summation bo anszufohren ist, dass [s] die Reihe der r'' 
Cbarakteristiken durchläuft, zusamtnensetzcn lasst. 



Ks seien wiederum mit [«'"] , . . - , [«'''] q {i < p) Cbarakteristiken 
von der Beschaffenheit bezeichnet, dass die Gleichung: 

{') [<?,,<" + ... + »,«'"] = [°]. 

in der die g ganze Zahlen bedeuten, nur durch g^^ ... = g^=o (mod. r) 
befriedigt werden känn, und dass fQr jedes x und X von i bis 17: 

(2) "?{<"<" — <'*a^*') = o (mod. r) 

iBt, und 68 seien [«"'] = [o] , [a"'] , • • • , [a'"'"] jene r* vcrscliiedenen Cba- 
rakteristiken, die aus [^,a'" + • • ■ + ^,«*"] hervorgeben, wenn man darin 
an Stelle des Systems der q Buchstaben g^, . . . , g^ der Reihe nach die 
sämmtlichcn Variationen der Elemente o , i , . . . , r — i zur 3'" Ciassc 
mit Wiedcrholung treten lässt. Es seien ferner mit [^''] , . - . , [yS"'] ?' 
(5 + 9'<p) Cbarakteristiken von der Beschaffenheit bezeichnet, dass die 
Gleichung: 

(■■) [V + ••• + '',/•■'] = w. 




292 A. Krazcr. 



> 



in der die h ganze Zahlen bedeuten, nur durch Äj =. . . = ä^ =o (mod. r) 
befriedigt werden känn, und dass fttr jedes p von i bis q' die Congruenz: 



/i-p 



(2') i:(y5<;V'-Ä^''0 = o (mod.r) 

nicht fOr alle Werthe von x besteht, und es seien [y9^®^] = [o] , [^^^], 
. . . , [y9^'^~^^] jene r^ verschiedenen Charakteristiken, die aus: 

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systeras der q' Buchstaben 
Äi , . . . , \' der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Elemente 
o , I , . . . , r : — I zur g'^° Classe mit Wiederholung treten lässt. Lässt 
man dann in der Charakteristik [a^*^ + /5^^^] ^ ^^^ Reihe der Zahlen 
o , I , . . . , r' — I und unabhängig davon p die Reihe der Zahlen o , i , 
. . . , r*' — I durchlaufen, so gehen aus [a^*^ + /5^''^] ^*'^' Charakteristiken 
hervor, von dcnen keine zwei einander gleich sind. 

Man nehme nun an, dass zwischen den r*"^' Thetaprodueten r**° 
Grades e[rj + a^*^ + ^''%v)), x = o, i,...,r«— i, /> = o, i,...,r»'— i, 
bei denen [iy] irgend eine Charakteristik bezeichnet, eine lineare Relation: 

(3) '"i' "i 'c,,e[v + <^"' + nM = o 

bestehe, in der die c von v unabhängige Grössen bezeichnen, die nicht 
alle den Werth NuU besitzen. Lässt man dann das Variablensystem {v) 
in das System (y + i^^'^!) tibergehen, indem man unter x' irgend eine 
Zahl aus der Reihe o , i , . . . , r' — i versteht, so geht aus der Gleichung 
(3) die neue: 

(4) L £ e ^ '^ '^ ^ ' ' ^c^pf^lv + <^''' + «^'^ + nM) = o 

hervor, und aus dieser entsteht, wenn man unter [e] irgend eine Cha- 
rakteristik und unter ^Vr^^^^^^ die namlichc Grösse wie im vorigen Artikel 

versteht, linke und rechte Seite mit: 

w pr a ^ /* /* f /'/ 



0ber lincare Relatiooen zwisohen Thetaproducten. 293 

multipliciii; und nach / von o bis i** — i sutnmirt, die Gleichung: 

(5) r r S e- ^^ " " " '■^e " ^ " ^ " '^^ V.^.,c,,«[;7+a<'>+«<'>+^''>3H 

xsO x'=0 p-0 •■ "^ 

= O. 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung fQhre man nun an Stelle des 
Summationsbuchstabens / eincn neuen Sumrnationsbuchstaben A ein, in- 
dein man: 

setztund dabei unter y eine Zahl aus der Reihe o , i , . . . , r^ — i ver- 
steht, öber die sogleich verfögt werden wird. Bei der AusfQhrung 
der Summation nach x' durchlftuft dann auch A die Reihe der Zahlen 
o , I , . . . , r^ — I nur in anderer Reihenfolge, und man erhält, wenn man 
schliesslich noch v =^ x setzt und beachtet^ dass: 



2nt 



r ti f^ I" 



ist, aus (5) die Gleichung 

p-^i A-^i 2^-2/^a) ' 'U) ) .?!!!2:«a)^;(/» 

= 0, 
bei der zur Abktirzung: 



x=r« — 1 



gesetzt ist. 

Aus dem Bestehen der Gleichung (3) folgt das Bestehen der Glei- 
chung (6) fQr eine beliebige Charakteristik [e], Wörden nun för jede 
der r^^ Charakteristiken, die man an Stelle von [s] setzen känn, die 
saramtlichen Grössen Cj,*^ (/? = o , i , . . . , t** — i) den Werth NuU be- 
sitzen, so wttrde dies auch das Verschwinden der sämmtlichen Grössen c 
nach sich ziehen, und da dies ausgeschlossen ist, so ergibt slch als Re- 
sultat der vorstchenden Untersuchung, dass innner, wenn zwischen den 
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r'+»' Thetaproducten r**" Grades e\y] + é''* -h y9^']((«)) (^iV^-J^zX) öber- 
haupt eine lincare Relation (3) bcsteht, dann zwischen ihnen auch minde- 
stens eine, im Allgemeinen aber mehrere lineare Relationen von der 
sjJecielleren Form: 



p=«0 



AbO 



= o 



existiren. Das Bestehen dieser Relationen (7) ist dann aber auch eine 
zum Bestehen der Relation (3) hinreichende Bedingung, da sich die linke 
Seite der Gleichung (3) aus den linken Seiten der Gleichungen (7) auf 



Grund der Gleichung: 



(8) 



""i ""i Xe[5y +.«<"> + /S-^^jW 



p=rt.~l 










x»0 



'v 






in der die Summation so auszuftihren ist, dass [e] die Reihe der r^ 
Charakteristiken durchläuft, zusammensetzen lässt. 

Lässt man endlich in der Gleichung (7) das Variablensystem [v) in 
das System {v — \^''^\) öbergehen, indem man unter a irgend eine Zahl 
aus der Reihe o , i , . . . , r* — i versteht, so geht aus derselben die 
Gleichung: 



p=r«'— 1 



,A = r«-l 27d 



(9) Z OÅ r e' ^^' ' ' '^e 

p = '^ \ A-0 



- ^ 2:(a^y/''>-<><^'-«'''0 



«'[«u.]^['7+«^''+y5<'^-r](H), 



= O 



hervor. Besitzen nun fftr irgend eine Charakteristik [s] nicht die sämmt- 
lichen Grössen O^^ den Werth Null, so folgt aus dem Bestehen der 
r* Gleichungen, die aus der Gleichung (9) hervorgehen, wenn man a die 
Reihe der Zahlcn 0,1, . . . , r^ — i durchlaufen lasst, das Verschwinden 
der Determinante: 



^ 
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(.O) 



A-o 






■r]w 






und man känn daher das obcn gefundene Resultat auch so aussprechen, 
dass immer, wenn zwischen den r*"*"' Thetaproducten r*®° Grades: 



e[rj + a^') + ^)]((t,)) 



/'x = 0,l,...,rfl — 1\ 

vp-o,i,...,f^-i; 



eine lineare Relation besteht, dann mindestens eine den Determinanten 
ygten Q^ades (i o) verschwindet. 

Strassburg, den 9. December 1891. 
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REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

Extrait d'une lettre adressée å M. Mittag-Leffler 

PAR 

E. PICAED 

å PABI8. 

J'ai eu déja plusieurs fois Toccasion d^insister sur la profonde diffé- 
rence qui se présente dans Tétude de certains problémes entré les équations 
du premier ordré et les équations d'ordre supérieur (voir en particulier 
le chapitre V de mon mémoire de 1888 sur les foncHons aJgébriques de 
deux varidbles). 

Gette différence capitale tient en réalité a la circonstance suivante. 
Appelons singularité essentielle d'une intégrale d'une équation différentielle 
tout point singulier qui n'est pas un p61e ou un point critique algé- 
brique; soit maintenant une équation différentielle algébrique du premier 
ordre 

f étant un polynöme. On peut démontrer que les singularités essentiélles 
des intégrales de cette équation sont fixes, c'est ä dire ne dépendent pas de 
la constante d' integration. Il est juste d'attribuer ce tbéoréme ä M. Pain- 
LEVÉ qui Ta indiqué, sous une forme seulement un peu différente, dans 
son mémoire Sur les lignes singidiéres des fonctions analytiques (Annales 
de la Faculté de Toulouse (1888), page 38). 

Je remarque maintenant que le tbéoréme précédent ne s^étend pas 
aux équations d^ordre supérieur au premier. Ainsi, pour une équation 
différentielle algébrique 

^/ dii d*u\ 

Äeéa mathematiea. 17. Imprimé le 10 mai 1893. 3g 
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les singularités essentielles seront en general mobUes. Il suffira de prendre 
comme exemple réquation 



[(S)"-^S]"+4.(g)'=o 



dont 1 intégrale générale est 



y = ce-<^' 



et 011 les singularités essentielles dépendent de C. 

Vous savez que les équations différentielles du premier ordre, å points 
critiques fixes ont fait Tobjet des recherches de M. Fuchs et de M. Poincakb. 
Il ny a dans ce cas aucune difficulté ä reconnaltre sur Téquation diffé- 
rentielle si les points critiques son t fixes; la véritable raison en est dans 
le théoréme de M. Painlevé: il suffit de s'as8urer, ce qui est facile, 
qu'un point arbitraire du plan ne peut pas étre un point critique algé- 
brique pour une intégrale. Il en est tout autrement pour les équations 
d'ordre supérieur; il est encore facile dans ce cas de reconnaltre qu^un 
point arbitraire ne peut pas étre un point critique algébrique pour une 
intégrale, mais, dans cette hypothése, Tintégrale générale n'aura pas né- 
cessaireraent ses points critiques fixes, car il peut y avoir des singularités 
essentielles mobiles. On peut d'ailleurs aller un peu plus loin en ne 
se bornant pas aux conditions qui excluent les points critiques algé- 
briques, et reconnaltre en general sur Téquation différentielle si toute 
intégrale prenant en un point arbitraire ainsi que ses dérivées des valeurs 
déterminées (finies ou infinies) est uniforme autour de ce point. Quand 
ces diverses conditions sont remplies, on peut dire que Tintégrale générale 
a Vapparence d'une intégrale a points critiques fixes, mais il n'est pas 
permis d'a£Firmer qu'elle a réellement ses points critiques fixes, cVst å 
dire quen dehors de certains point fixes elle est toujours uniforme. 

En particulier, si Téquation différentielle ne renferme pas la variable 
indépendante, nous avons les conditions pour que Tintégrale générale soit 
ä apparence uniforme suivant une dénomination que j'ai employée il y a 
déja longtemps. Ces conditions sont de nature algébrique; il arrivera au 
contraire, en general, que les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
Tintégrale générale soit réellement uniforme sont de nature transcendante. 




Remarques sur les éqaations différentielles. 299 

Deux exemples éclairciront suflfisaniment, je crois, les généralités qui 
précédent. La relation 

dy 






= log(a; + C) + C 



oxx R{tj) est un polyn6rae du quatriéme degré en y, définit une fonction 
y åe X satisfaisant, quelles que soient les constantes C et C", a une équa- 
tion différentielle facile a former 






LMntégrale générale de cette équation est a apparence uniforme; elle aura 
un point singulier å distance finie et elle ne sera véritablement uniforme 
que si Tintégrale elliptique admet iiri pour période, ce qui s*exprimera 
par une relation transcendante entré les coeflficients de Véquation. Con- 
sidérons, en second lieu, Téquation linéaire å coefficients rationnels 

(E) dp + ^diT + *^ = ° 

dont les points singuliers, y compris le point a Tinfini, sont supposés 
réguliers. En désignant par cd^ et co, deux intégrales distinctes, on sait 
que si Ton pose 

la fonction y å^ x satisfait a une équation différentielle algébrique du 
troisiéme ordre: 

^( dy d^y d*y\ 

Si la différence des racines de Téquation fondamentale est, pour tout point 
critique de (E), une partie aliquote de Tunité, Tintégrale générale de (i) 
sera a apparence uniforme, niais, comme le montre la théorie des fonc- 
tions fuchsiennes, elle ne sera pas en general une fonction uniforme. 

Permettez-moi de vous indiquer encore un exemple d'une équation 
ou la variable figure explicitement. J'envisage Téquation 

(2) S+ ^S+ ^y* + Ry'+Sy + T=o 

oii les coefficients sont des fonctions uniformes de x et oii nous suppo- 
serons que Q n'est pas identiquement nulle. IVintégrale générale aura 
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Tapparence d'une fonction a points critiques fixes si les deux series d*inté- 
grales devenant infinies en un point arbitraire x^ admettent ce point pour 
p61e. Gette condition entrainera deux identités entré les fonctions P, Qj 
By Sy T et leurs dérivées ju8qu'au quatriéme ordre. On obtiendra ces 
identités de la raaniére suivante. Soit 

une intégrale de (2) adinettant le pole x^. En substituant cette ex- 
pression dans Téquation diflférentielle, on détermine les coefficients 

mais dans Téquation qui devrait donner s, cette lettre disparalt; on a 
alors une relation entré a j ^ , j- , d et le coefficient s reste arbitraire. 
Comme a est donné par une équation du second degré, on a les deux 
identités cherchées entré P , ^ , j? , Ä , T et leurs dérivées, puisque x^ 
est arbitraire. Ces conditions ne sufFisent pas bien probableraent pour 
que rintégrale générale de (2) soit réellement ä points critiques fixes. 

Dans son beau Mémoire sur la rotation d'un corps solide, M"® de 
KowALEVSKi fait quelque chose d*analogue a ce que je viens de faire 
plus haut. En réalité, elle ne trouve que des conditions pour que les 
intégrales soient a apparence uniforme, et c'est seulement apres Tinté- 
gration efifectuée qu'on peut affirmer que les intégrales sont uniformes. 
Je me propose de revenir un jour sur le travail de M""® de Kowalevski, 
en appliquant a son probléme les méthodes générales de mon Mémoire 
sur les fonctions algébriques de plusieurs variables; le développement 
des calculs se fera, je crois, d'une maniére plus simple et moins artificielle. 

Ces remarques, peut étre trop rapides, mais que je compte dé- 
velopper en détail dans le tome troisiéme de mon Traité d'analyse, ne 
sont pas en définitive tres encourageantes. Il est peu probable que les 
équations d'ordre supérieur a points critiques fixes puissent conduire ä 
rétude de transcendantes nouvelles, en laissant bien entendu de cöté les 
équations linéaires. J'espére beaucoup plus de ces systémes d^équations 
aux dérivées partielies, dont je vous entretenais naguére, et que j'ai 
sommairement indiqués dans une Note des Comptes Rendus {Sur des 
fonctions dune variable dépendant de deux constantes reelles arbitraires, juin 
1892). 
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RAPPORT SUR QUELQUES CALCULS ENTREPRIS PAR M. BERTELSEN 

ET CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS 



PAB 

J.-P. GEAM 

å COPBNHAOUB. 



Comme on sait, nous possédons des tables des diviseurs comprenant 
les nombres des neuf premiers millions. Pour les trois premiers millioiis 
ces tables ont été calculées par Burckhardt/ pour les trois suivants par 
M. J. Glaisher'* et pour les trois derniers par Dase.' Lesdites tables 
donnent immédiatement pour chaque nombre composé non divisible par 
2> 3j 5 le plus petit nombre premier qui le divise; les nombres premiers 
eux-mémes sont désignés par un — . Dans Tintroduction a la table du 
sixiéme million, M. Glaisher a, en outre, communiqué les resultats de 
Ténumération tres soigneuse des' nombres qui dans les. tables sont in- 
diquées comme premiers, et il a comparé ces resultats avec ceux qu'on 
trouve en calculant la totalité des nombres premiers jusqu'ä une limite 
donnée au moyen de dififérentes formules approximatives. Par cette 
comparaison on trouve en general une assez bonne concordance entré les 
énumérations et les calculs faits d'aprés la formule approximative de 
RiEMANN. Celle-ci devant étre supposée représenter la fonction en question 

* J. Ch. Burckhardt: Table des diviaeurs pour lous ks notnhres de^ \^', 2* et 
3« million. Paris 1 8 17. (18 14— 1817.) 

' James Glaisher: Factor Table for the fourih, fifth, sixth Milliofi. London 
1879, 1880, 1883, 

^ Zacharias Dase: Facioren-Tafeln fiir aUe Zahlen der siebenten, achten, neunten 
Million. Hamburg 1862, 1863, 1865. 

Äeia mathtmatiea. 17. Imprimé le 10 mai 1893. 
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aussi exactement quil est possible de le faire par une formule approxi- 
mative continue de ce genre, on avait le droit de conclure que les tables 
des diviseurs étaient essentiellement correctes. 

Néanmoins on sait depuis longtemps que les tables ne sont pas sans 
fautes. A la vérité, M. Meissel^ a trouvé par un calcul direct la totalité 
des nombres premiers dans chaque myriade jusqu'ä i million concordant 
avec le resultat donné par les énumérations dans les tables, mais dans 
le 2® million plusieurs erreurs isolées ont été trouvées, tant par M. Meissel 
que par d'autr^s auteurs. Malheureusenient, on ne posséde pas une table 
des diviseurs pour le lo® million, et le nombre Ö(io^) — je dénote par 
le symbole 0(n) la totalité des nombres premiers jusqu'ä la limite n 
— calculé par M. Meissel ne saurait donc étre appliqué pour contröler 
les énumérations. Toutefois le fait que Técart entré les valeurs de ö(io^) 
trouvées par Ténumération et par la formule de Riemann était +87, 
tandis que Técart correspondant pour 9.10^ fut — 132, indiqua qu'il y 
avait probablement plusieurs erreurs. Un examen attentif des déviations 
entré les resultats de M. Glaisher et ceux que donne la formule de 
Riemann pour chaque centainc de mille dans le 9* million, m'avait depuis 
plusieurs années conduit ä la conviction qu'il se trouvait dans ce million 
une serie d'erreurs, notablement que plusieurs nombres composés étaient 
marqués comme nombres premiers.^ 

Poussé par ces considérations, j'avais plusieurs fois songé ä entre- 
prendre moi-méme le calcul de 0(9- IQ^), mais la difticulté d'achever sans 
erreurs un calcul si long et si fatigant m'avait toujours découragé. Le 
vif intérét que toutes les recherches concernant les nombres premiers ont 
excité panni les géométres durant ces* derniéres années, rendait cependant 
ledit calcul de jour en jour plus désirable. 

Ce fut donc une heureuse circonstance qu'un jeune homme M. 
N.-P. Beutelsen, calculateur dont Thabileté n'est comparable qu'avec celle 
d'un Dase et qui posséde en outre les connaissances mathématiques 
nécessaires, ait bien voulu entreprendre un calcul de 0(9.10^) d'aprés la 



Ubei' die Bestim^nung der Primzaldenmenge imierh<dh gegehener Orenzen. Mathe- 
matische Annaleo, T. 2, p. 636—642, cfr. T. 3, p. 523, T. 21, p. 304, T. 25, p. 251. 
* L. Lorenz: Åtialytiske Undersogelser över Prijntalmmigderne, Kgl. Danske 
Videoskabernes Selskabs Skrifter. 6^ R»kke V, 4, p. 450. 
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méthode de M. Meissel. M. Bertelsen commen9a loeuvre durant Tété 
de 1 89 1 et il a consacré a des calculs décrits ci-dessous une grande partie 
de ses loisirs pendant Tannée sui vante. Un resumé succinct de son travail 
fut présenté par moi dans le 14® Congrés des naturalistes scandinaves, 
qui eut lieu ä Copenhague en juillet 1892. 

Le calcul de 0(9.10^) donna aussitöt le resultat prévu que les tables 
des diviseurs indiquent des nombres premiers en excés. L'erreur totale 
8*éleva ä 78 unités, la valeur correcte de 0(9.10^) étant 602489 au lieu 
de 602567 d'aprés M. Glaisher, le nombre 1 n'étant pas compté comme 
premier. L'écart de Riemann fut par la réduit a 54 unités seulement. 

Uerreur totale est relativement assez insignifiante et semble témoigner 
avantageusement du degré de Texactitude apportée tant a dresser de si 
vasteö tables qu*ä effectuer les énumérations. Cependant, il était désirable 
d^avoir les erreurs mieux localisées, et, dans ce but M. Bertiilsen entre- 
prit le calcul de 6 pour chaque million jusqu'ä 10 millions. 

Ce nouveau calcul fit constater en premier lieu que les resultats 
obtenus par M. Meissel pour ö(io^) et é?(io^) étaient parfaitement 
corrects; qu'ensuite il y avait dans les tables des 2, 3, 4 et 5® millions 
des erreurs probablement peu nombreuses, que les 6 et 7® millions 
peuvent étre sans faute, mais que, dans le 8® et surtout dans le 9®, il 
doit y avoir de fortes erreurs. 

Mais M. Bertelsen ne se contentait pas de ces resultats. Avec une 
assiduité qui doit exciter la véritable admiration de tous ceux qui com- 
prennent combien un pareil travail est pénible et fatigant, il se mit a 
chercher ces erreurs dans les tables mémes en commen9ant par le 9® 
million et examinant tout d'abord si quelques-uns des nombres indiqués 
comme premiers étaient réellement des composés. 

Cela nécessita une localisation ultérieure des erreurs, et apres avoir 
calculé 6 pour des intervalles de 1 00000 et méme des plus petits, on 
arriva au resultat surprenant que, dans le 9® million, presque tous les 
multiples du nombre premier 2617 sont signalés comme des nombres 
premiers. Tel est encore le cas pour divers multiples d'autres nombres 
premiers, par exemple 13 et 181. 

Ces découvertes imprévues encouragérent ä de nouveaux efforts. 
Au moyen d'un systéme de tables auxiliaires et d*autres artifices que 
M. Bertelsen se construisit peu ä peu, il calcula successivement un grand 
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nombre de valeurs distinctes de 9{n) avec des intervalles de looooo, 
50000 et méme, en certains endroits, de 25000 ou moindres encore. Cela 
fait, il a entrepris une recherche minutieuse des erreurs dont Texistence 
dans chaque intervalle était révélée par le calcul, et le resultat de ces 
recherches se trouve dans la table I, qui donne une liste de toutes les 
erreurs connues jusqu'ici dans les tables des diviseurs. Quelques-unes 
de ces erreurs sont de purs errata^ d^autres sont dues sans doute a 
un déplacenienl du crible, d'autres encore sont des fautes de calcul ou 
de transcription. 

On trouvera dans la liste des erreurs quelques briéves indications a 
cet égard; le signe Pr. dénote que le nombre pose est premier, un asté- 
risque signifie que Terreur a été signalée auparavant. La liste contient 
non seulement des erreurs concernant les premiers, mais d'autres encore, 
par exemple de fausses indications des plus petits diviseurs. Voici pour 
les divers millions les nombres respectifs de fautes connues: 

Million 1* 2« 3* 4« 5^ 6** 7** 8" 9* 
Erreurs 1 23 15 i 2 o o 40 59. 

Tandis qu'a lexception du i*' million, ou Ton n'a trouvé qu'une faute 
(signalée par Dase), les tables de Buuckhardt contiennent d'assez nom- 
breuses erreurs; les tables de M. Glaisher ne sont fautives quen trois 
point5, et le 6® million en semble totalement exempt, preuve du grand 
soin avec lequel le travail a été exécuté. Tel est aussi le cas du i*' 
million de Dase, tandis que les deux derniers millions traités par* ce 
calculateur sont moins bien réussis, mais Ton doit se rappeler que Fachéve- 
raent de ce grand oeuvre par lui-méme a été empéché par la mört. 

La liste suivante n'a pas la pretention d'étre absolument compléte, 
les tables n'ayant point été examinées avec le méme soin dans toutes 
leurs parties; le but principal n était pas méme de trouver toutes les 
erreurs commises, ce qui est impossible sans refaire le calcul des tables. 
Néanmoins on peut compter quMl n'y reste que tres peu de ces erreurs, 
surtout dans 1'indication des nombres premiers. Pour en comprendre 
la raison, il faut considérer la méthode suivie par M. Bertelsen pour 
les chercher system atiquement. 

Avant d^expliquer ce procédé je dois rappeler succinctement la mé- 
thode de M. Meissel. 
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Soit m la limite pour laquelle on va calculer ö(wi), la totalité des 
nombres premiers inférieurs. Désignons par p„ le nombre premier n* 
et par 

la totalité des nombres "< m qui ne sont divisibles par aucun des nombres 
a , J , c , . . . , representant les w plus petits nombres premiers. En appli- 
quant dans les dénominateurs tous les nombres premiers inférieurs ä 
^, ladite formule donne, comme on le sait, i + la totalité des nombres 
premiers qui sont compris entré les limites ^Jm et m. On a donc 

0{m , 0{yjm)) = I + 0{m) — 0{y/m). 
D'ailleurs on trouve facilement la formule de réduction suivante 

0(fn , n) = 0{m , n — i) — 0(e^ , n — i j, 

dont Tapplication devient plus commode en remarquant, comme Va fait 
M. Meissel, qu'on peut trouver une expression simple pour la différence 

0{m , ei^m)) — 0{m , 0(yf^)). 

En effet, cette différence représente la totalité des nombres appartenant 
respectivement aux classes sui vantes de nombres: 

1° les nombres premiers eux-mémes entré ^m et ^m, soit a,^,/',..., 
en nombre 

2^ des carrés et des produits formés de ccux-ci, savoir a', ^*, . . . , 

a^,^, etc.y en nombre ^— -; 

3*^ des produits des nombres a , /9 ,/•,.. . par d'autres nombres pre- 
■s miers > yjm] le nombre de ces produits étant 

Äeta maihematiea. 17. Imprimé le 13 juln 18d3. 39 
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On a donc 
la somrae S étendue a tous les nombres premiers de Ijm ä y/m. 

a 

La détermination de ^(m , B{y[m)) est donc réduite soit au calcul 
de (P(m , ö(v^w)), qui peut se faire par réductions successives, soit au calcul 

des tennes entrant dans la somme zl^\r ^^^^^^^ m= lo' donne 

a > 2i5'4 , — < 46416, les termcs en question se trouvent le plus facile- 

ment au moyen d'une liste des nombres premiers, numérotés suivant leur 
grandeur. Egalement le calcul de 0[m , n) peut étre facilité par la 
construction de tables auxiliaires. Pour plus de détails voir le mémoire 
de M. Meissel. 

Quant aux nombres ö, le calcul de M. Bektelsen a été fait de cette 
méme maniére, a part quelques petites modifications provenant de ce qu'il 
y avait a calculer une longue serie de resultats de méme genre devant 
se supporter et se contröler mutuellement autant que possible. Pour 
plus de stireté quelques-uns des nombres B sont en outre calculés deux 
fois a quelque temps d'intervalle. Plus tärd, M. Meissel, a qui j^avais 
communiqué les resultats obtenus par M. Bertelsen, a eu la bonté 
d'entreprendre lui-méme un calcul des nombres 0(2.10^), 0(3.10^), 0(5.10*) 
et 0(9.10*). Il a trouvé une parfaite concordance avec M. Bektelsen, 
soit dans les resultats définitifs, soit dans les détails examinés. Ce sur- 
croit de contröle exigé par un auteur si bien versé dans ces calculs 
difficiles, et qui fait autorité, exclut toute crainte sur Tintroduction 
d'erreurs system atiques. 

On peut admettre qu'au moins tous les nombres 6 qui sont cal- 
culés deux fois, sont tout a fait exacts et qu'on peut sérieusement 
compter sur les autres. Et chaque doute sur ce point disparait quand 
on se rappelle que M. Bertelsen a trouvé dans les tables des diviseurs 
le méme nombre d'erreurs concernant les nombres premiers qui devait 
sy trouver d'aprés ses calculs de ö, et en outre quand on considére son 
procédé ingénieux pour découvrir ces mémes erreurs que je vais exposer. 

Par sommation directe des diviseurs insérés dans les tables, on peut 
trouver la somme des plus petits diviseurs des nombres composés non 
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divisibics par 2,3,5, ^^^^ un intervalle donné. Gette méine somme 
que nous désignons par iS, peut étre calculée par une autre voie. Un 
nombre premier donné, soit p,, se trouvera dans la table comme plus 
petit diviseur d'un nombre composé chaque fois qu'il sera multiplié par 
un nombre qui contient seulement des facteurs premiers > p,. Si Ton 
considére Tintervalle depuis zéro ä la limite m, on trouvera donc p, 
comrae plus petit diviseur un nombre de fois qui est donné par le symbole 

0l—jS — ij. Pour rintervalle de m a M, la somme S se trouvera 

alors par la formule 



S^'£pU(^^,s-i)-0[^^,s-i)\ 3<s<0{^) 



qui donne un calcul assez facile parce que les fonctions qui y entrent 
sont déjä calculées, au moins en partie, pour déterminer d{m) et 9{M). 
Un exemple fera mieux saisir Tutilité de cette operation. On a 
trouvé par le calcul 

0(8,150000) = 549150 mais selon Glaisher 549184. Diflf. = 34, 

0(8,175000) = 550729 » J> » 550768. J) =39. 

L'intervalle considére contient donc, au moins, 5 erreurs. Deux d'entre 
elles sont dues a Tomission du diviseur 2617 pour les noinbres 8,162423 
et 8,167657; restent encore trois erreurs a chercher. 

En sommant les diviseurs de la table on trouve pour le méme in- 
tervalle 

S = 1165686 

Gorrection + 2.2617 = 5234 

S corrigé 1 170920. 
Le calcul donne 

S = 1171463 
Différence 543. 

Gomme 543 = 3. 181, il fallait d'abord examiner dans le dit inter- 
valle les 12 nombres dont le plus petit diviseur est 1 8 1 , et Ton constata 
que précisément trois de ces multiples étaient indiqués comme des nombres 
premiers. 



308 , J.-P. Gram. 

Ces cinq erreurs étant rectifiées, Tintervalle en question ne peut plus 
contenir que des erreurs n'entachant ni Texactitude du total des nombres 
premiers ni celle de la somme des plus petits diviseurs. A proprement 
parler il ne peut rester que des erreurs ou, par suite d'un lapsus calami 
ou d'un déplacement des caractéres, le plus petit diviseur n'est pas 
rapporté au nombre congru. Telles sont les erreurs aux nombres 1,359233 
et 8,783693, mais le oas est tres rare sans doute. Dans les oas ou Ton 
a vérifié d'aprés la méthode ci-dessus indiquée, on peut affirmer presque 
en toute siireté que toutes les fautes sont découvertes, et cela d'autant 
mieux que la preuve est praticable seulement en oas d^erreurs tres peu 
nombreuses, Texistence d'erreurs tres hétérogénes dans une méme inter- 
valle nécessitant un examen détaillé. 

Dans les intervalles auxquels on n'a pas appliqué la preuve par som- 
mation, certaines erreurs ont pu passer inaper9ues, mais elles ne peuvent 
pas influencer les nombres premiers étrangers a Tintervalle, car le classement 
erroné d'un nombre composé parmi les nombres premiers sera compensé 
par une autre erreur en sens opposé, également dans le dit intervalle. 

Il y a donc raison d'admettre qu'en prenant pour point de départ 
les valeurs de 6 calculées par M. Beutelsen et en faisant des énuméra- 
tions supplémentaires dans les tables des diviseurs corrigées d'aprés la 
liste des erreurs donnée ci-dessous, on pourra déterminer, pour chaque 
limite inférieure ä 9 millions le nombre t){ni) des nombres premiers 
avec une erreur d'une unité au plus. 

Tel est le resultat important de loeuvre de M. Bertelsen. Si son 
but principal eut été d'entreprcndre une revision compléte des tables, on 
aurait pu employer un autre moyen de controle, savoir la sommation 
des nombres premiers eux-mémes, operation facilitée par la disposition 
des tables, en procédant page par page. D'autre part la somme en 
question peut étre calculée par une méthode analogue a celle décrite 
auparavant. Il aurait été bien désirable que cette vérification ou une 
analogue, eut été appliquée en méme temps qu'on dressait les tables; il 
faudra également Temployer, s'il 8'agit de construire de nouvelles listes 
des nombres premiers. Mais pour le cas des tables des diviseurs existant^s 
le travail serait ingrat. En efFet bien qu'on trouve des fautes dans ces 
tables, il n'en faut pas moins reconnaitre qu'ä tout prendre, ces tables sont 
remarquablement bien dressées, surtout eu égard ä la grandeur du travail. 
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Et il ne faut pas moins apprécier ce qu'on doit a des hommes tels 
que MM. Glaisher, Meissel et Bertelsen, qui ont mené ä fin des oeuvres 
supplémentaires qui permettent d'utiliser ä des recherches scientifiques le 
contenu des tables primitives. 

Reste ä expliquer la derniére des tables ci-jöintes. Celle-ci contient 
dans la 2® colonne les valeurs de 8{in) calculées par M. Bertelsen et cor- 
respondant aux arguments de la premiére colonne. Sous Tentéte Gl — ö, 
la 3* colonne donne les diflférences des vraies valeurs de 8{fn) et de 
celles qui sont trouvées å Taide des énumérations de M. Glaisher. Enfin 
la derniére colonne indique, pour des intervalles de 50000 au moins, 
récart de la formule de Riemann ou, strictement parlant, Técart de sa 
partie continue. Comme je Tai démontré, cette formule approximative 
peut étre réduite ä la forme suivante: 

Ii* '*« l^-^'« 11* 3** ^ 

et dans mon mémoire sur les nombres premiers ^ j'ai donné les tables 
nécessaires pour en faciliter le calcul. Quoiqu'on ait raison de voir dans 
P{n) + I une expression de 0{n) un peu plus correcte que P{n), on a 
préféré d^employer cette derniére pour la comparaison. M. Bertelsen a 
lui-méme calculé les valeurs de P{n) d'aprés ma table et, comme le 
montrera la comparaison, les valeurs trouvées concordent bien avec celles 
calculées autrement par M. Glaisher.* 

A la fin de la table on a ajouté d'une part les valeurs de 0[m) 
pour chaque centaine de mille du 10® million, de Tautre les valeurs de 
0{m) correspondant a 20 millions et a 90 millions. M'. Bertelsen est le 
premier qui ait fait ces calculs; il a également recalculé la valeur de 
ö(io*) et constaté Texactitude du resultat indiqué auparavant par M. Meis- 
sel. Le dernier nombre ö(io^) est donné d^aprés cet auteur. 

Ladite table contient donc ce qu*on posséde aujourd'hui en fait de 
déterminations correctes des valeurs de ö(m). 

* Undersogelser angaaende Mcengden af Primtal under en given Oreense, Kgl. Danske 
yideDskabernes Selskabs Skrifter. 6 Raekke II, 6. 1884. 

' M. Glaisher donne, pour n = 3300000, P{n) + i = 236961, tandis que la 
valeur correcte est 236860. 
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Tab. i. 



Liste des erreurs trouvées dans les tables des diviseurs. 



9899* = 19.521 

138027* = II. 103457 

233473 ^.(1233173 = 37.33329) 

249843* = 7'.23.iio9 

250111* = 53.103.229 

27047 1* Pr. 

33oooi*Pr.(i333ooi = 1123.1187) 

359233 ^^.(1359239 =-- 7.277.701) 

411679 Pr.(i4i2279 = 11.128389) 

412047 = 7.13. 59-263 

420847 iV.(i42ii47 = 7.97.2093) 

496693 = 11.103.1321 

556257* = 37.42061 

618087 Pr. (1628087= 1069. 1523) 

619173*= 151. 10723 

623703 = 15110753 

787471 = 7'.36479 

793023* Pr\ 

793029*= 7.256147 

916683 = 193.993^ 

936159 Pr.(i946i59 = 1123. 1733) 

979687 =47.73.577 

984891 iV.(i99489i = 797.2503) 

996399 = 67.83.359 



2012603 
2077529 
2501261 
2518817 
2755189 
2763907 



= 887.2269 

= 13115859 
= 7.17.21019 

= 7.587.613 
= 163.16903 



= 1297. 2131 

2768683 Pr. (2768983 = 7.449.881) 

2868407 P>*. (2888407 = 683.4229) 

2903591 = 1699.1709 

2913833 = I3.29-59-I3I 
2915899 = 7.71.5867 



2954939 = 13.227303 
2968129 = 1607.1847 

2976227 = 547.5441 

2976881 iV.(297658i =17.311.563) 

3543737 iV.(3543437=i8i. 19577) 



4801751 


= 


167.28753 


4986869 


= 


29.359.479 


7022623 


=n 


I9I3.367I 


7040029 


— 


1627.4327 


7047113 


Pr. 




7047413 




1997.3529 


7II088I 


= 


I86I.382I 


7141793 


— 


2617.2729 


7220819 


^ 


1877.3847 


7224053 





2143.3371 


7324523 




2467.2969 


7384631 





2179.3389 


7385993 





1933.3821 


7430573 





2089.3557 


7489961 


=^ 


I8I.4I38I 


7556273 




1949.3877 


7556573 


Pr. 




7576799 





149. 211. 241 


7601003 


=S 


2437.3119 


7601303 


Pr. 




76I446I 


' 


2539.2999 


7680451 


=S 


181I.424I 


7790381 





2311.3371 


7802999 




2179.3581 


7810963 


' 


1847.4229 


7820201 





183I.4271 


7845427 


z= 


I9OI.4127 


7855549 


■ — 


13. 29. 67. 311 


7856147 


=^ 


13.604319 
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7857343 = 


13.604411 


7860931 = 


13.101.5987 


7861517 = 


a383-3»99 


7861539 = 


'3-604733 


7863323 = 


'3107.5653 


7864519 = 


13.701.863 


7865II7 = 


13.605009 


786691 1 = 


13.605147 


7868107 = 


i36o5a39 


7887931 = 


367.21493 


79J750I = 


1879.4119 


7933649 = 


a34'.3389 


7941047 =* 


I83I-4337 



8057743 = 3617.3079 

8o68aii = 3617.3083 
8083913 = 1617.30S9 
8136^53 = J617.3109 
8162423 = 1617.3119 
8167657 = 2617.3121 
8167987 = 181.45137 
8169797= 181-45137 
8170159 = 181.45139 
8209529 = 2617.3137 
8277571 = 2617.3163 
8282197 = 7.11.29.3709 
8188039 — 3617.3167 
8293273 = 2617.3169 
8318393 =--43-'9345" 
8334677 = 2617:3181 
8340379 = 2617.3187 
8350847 = 3617.3191 
8382251 = 2617.3303 
8397953 = 2617.3209 
8418889 = 2617.3317 
8427193 = 67.73.1723 
84293,57 = 2617.3331 

Le aigne * dénole qoe 1'erreur indiqnée oBl 

Pr. déaigne un □ombr» premier. 

Le nombra 3026279, Boqael Burcibiriit 
M, Olai9HBR, premier. 

Dane U pBge 72 da 1" million les nombrea 
03 ta lien de 97 et 00. 



8450293 
8456059 
847B889 
S486449 
8491187 
8496181 
8500853 
8507867 
8513101 
8533569 
853S3'7 
8528803 
8536319 
8560207 
8633483 
8638717 
8654419 
8670121 
8685833 
8696291 
8711993 
8717227 
8748631 
8759099 
8783693 
8783699 
8788069 
8790503 
8795737 
8821907 
8827141 
8S69013 
8874347 
8916119 
8931821 
8984161 



= 2617.3229 

= 239.35381 

iV. (8488889 = 333.36433) 

= 277.30637 

= 569-14933 

= 1223,6947 

= 277.30689 

= 2617.3351 

= 2617.3253 

= 2617.3257 

= 877.9721 

= 2617.3259 

= 11.776029 

= 3617.3271 

= 2617.3399 

= 2617.3301 

= 2617.3307 

= 3617.3313 

= 2617.3319 

= 3617.3323 

= 2617.3339 

= 2617.3331 

= 3617-3343 

= 3617.3347 

= S7I-I5383 (517») 

= 149.58951 (49) 

= 2017.4357 

= 3617.3359 

= 2617-3361 

= 3617.3371 

= 3617.3373 

= 2617.3389 

= 3617.3391 

= 2617.3407 

= 2617.3413 

= 3617.3433 



coDnne enpBravant. 
« attribué le diräenr 79, eet, comme l'a iadiqué 
63 et 64 dana l'ea*t£ta ae troorent an-daniu 00 et 
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Tab. II. 



Nombres calculés des nombres premiers inf érieurs å une limite donnée. 



m 

en millions 


e(m) 


Gi- e 


p i 


O-IOO 


9592 





— 6 


•200 


17984 





3 


•300 


25997 





+ 25 


•400 


33860 





9 


•500 


41538 





— 9 


•600 


49098 





— 8 


•700 


56543 





+ 13 


•800 


63951 





— 7 


•900 


71274 





9 


i-ooo 


78498 





+ 28 


•025 


80335 







•050 


82134 





+ 3 


•075 


83905 


• 




•100 


85714 





+ 22 


•125 


87519 







•150 


89302 


+ I 


4- 20 


•175 


91120 


+ I 




•200 


92938 


+ I 


40 


•225 


94693 


+ I 




•250 


96469 





6 


•275 


98257 


— 1 




•300 


100021 


— I 


3 


•325 


101802 


— I 




•350 


103544 


— 2 


+ 19 


•375 


105313 


— 3 




•400 


107126 


— 3 


— 27 


•425 


108843 


— 5 




•450 


1 10630 


- 5 


4 


•475 


112389 


— 5 




•500 


"4155 


4 


— 10 


•525 


115935 


— 4 




•550 


117663 


— 4 


8 


•575 


119414 


— 3 




•600 


121 127 


3 


+ 31 


•625 


122885 


— 2 





m 

cn millions 


e{m) 


1-650 1 


[24634 


•675 ^ 


[26392 


•700 ] 


[28I4I 


•725 ^ 


[29862 


•750 1 


[31608 


•775 ^ 


^33324 


•800 ] 


135072 


•825 1 


136813 


•850 ] 


138542 


•875 1 


[40291 


•900 ] 


[42029 


•925 1 


143754 


•950 1 


^45502 


•975 ^ 


[47182 


2'000 ] 


148933 


•025 ] 


[50669 


•050 ] 


[52382 


•075 ^ 


[54104 


•100 ] 


^55805 


•125 ] 


^57521 


•150 ] 


^59250 


■ -175 1 


[60973 


•200 ] 


[62662 


•225 ] 


[64360 


•250 ] 


[66081 


•275 1 


[67836 


•300 1 


[69511 


•325 J 


[71189 


•350 1 


[72873 


*375 1 


[74578 


•400 1 


[76302 


•425 1 


[77988 


•450 1 


[79684 


•475 J 


[81378 


•500 ] 


[83072 



Gi- e p - B 



2 
2 
2 
2 
2 
2 



+ 18 



o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

O' 

o 

o 
o 
o 



+ 12 



+ 22 



+ 18 



— 8 



— 27 



— 10 



— 18 



— 4 



— 19 



— 20 



+ 28 



+ 3 



+ 21 



+ 29 
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m 

en millions 


Ö(m) 


Ql- B 


p- e 


2-525 


184781 


+ I 




•550 


186462 


+ I 


+ «9 


•575 


188157 


+ I 




•600 


189880 


+ I 


3 


•625 


191557 


+ I 




•650 


193256 


-f I 


+ 3 


•675 


194932 


+ I 




•700 


196645 


+ I 


— 9 


•725 


198341 


+ I 




•-950 


199993 


-f I 


+ 17 


•775 


201687 







•800 


203362 





+ 17 


•825 


205095 







•850 


206789 





45 


•875 


208449 


— 1 




•900 


210109 


— 1 


— 4 


•925 


211793 







•950 


213453 





+ 9 


•975 


215126 


+ I 




3-000 


216816 





— I 


•100 


223492 





+ 19 


•200 


230209 





— 17 


•300 


236900 





— 41 


•400 


243539 





26 


•500 


2501 50 





+ 4 


•600 


256726 




+ 57 


•700 


263397 




+ 2 


•800 


269987 




+ 16 


•900 


276611 


— I 


— IS 


4'ooo 


283146 


— 1 


+ 32 


•100 


289774 


— 1 


-25 


•200 


296314 




— 4 


•300 


302824 




+ 36 


•400 


309335 


— 1 


+ 66 


•500 


315948 


— I 


— 17 


•600 


322441 




+ 12 


•700 


328964 


— I 


+ I 


•800 


335439 


— I 


+ 29 


•900 


341992 





— 30 


5'ooo 


348513 


+ I 


-65 


Ada nuUkitnatiea. 17 


. Imprimé 


le 31 jaln 1808. 



m 

en millions 


Ö(m) 


Gl- 


9 


P - ( 


510^ 


354971 


+ 




-46 


•200 


361407 


+ 




— 13 


•300 


367900 


+ 

• 




— 45 


•400 


374362 


+ 




53 


•500 


380800 


+ 




-46 


•600 


387202 


+ 




— 10 


•700 


393606 


+ 




+ 17 


•800 


399993 

• 


+ 




+ 53 


•900 


406429 


+ 




+ 33 


6*ooo 


412849 


+ 




+ 23 


•100 


419246 


+ 




+ 28 


•200 


425648 


+ 




+ 22 


•300 


432073 


+ 




14 


•400 


438410 


+ 




+ 32 


•500 


444757 


+ 




+ 61 


•600 


45'i59 


+ 




+ 30 


•700 


457497 


+ 




+ 56 


•800 


463872 


+ 




+ 39 


•900 


470283 


+ 




— 20 


7*000 


476648 


+ 




— 39 


.050 


479864 


+ 


3 


-84 


100 


483015 


+ 


3 


— 66 


•150 


486167 


+ 


5 


— 50 


•200 


489319 


+ 


5 


35 


•250 


492494 


+ 


6 


44 


•300 


495666 


+ 


6 


— 53 


•350 


498797 


+ 


7 


— 2 1 


•400 


501962 


+ 


9 


— 25 


•450 


505147 


+ 


10 


50 


•500 


508261 


+ 


1 1 


— 5 


•550 


511417 


+ 


1 1 


4 


•600 


514565 


+ 


12 


+ 4 


•650 


5W740 


+ 


13 


— 17 


•700 


520910 


+ 


14 


33 


•750 


524026 


+ 


14 


+ 3 


•800 


527154 


+ 


15 


+ 25 


•850 


530334 


+ 


19 


— 5 


•900 


533506 


+ 


27 


29 


•950 


536652 


+ 


30 


- 28 


8*000 


539777 


+ 


30 


— 7 
40 
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m 


e(m) 


Gl 9 


r - 6 


en millions 








8-050 


542898 


-h 30 


+ 16 


•100 


546024 


+ 33 


+ u 


•150 


549150 


+ 34 


4- 49 


•200 


552319 


+ 39 


+ 21 


•250 


555479 


+ 40 


+ 1 


•300 


558597 


+ 44 


+ 21 


•350 


561766 


-f 46 


— 1 1 


•400 


564877 


+ 49 


+ 14 


•450 


567967 


+ 51 


+ 59 


•500 


571119 


+ 52 


+ 41 


•550 


574274 


+ 57 


+ 19 


•600 


577439 


+ 58 


— 15 


•650 


580566 


+ 60 


— 12 


•700 


583714 


+ 64 


— 31 


•750 


586850 


-h 67 


39 


•800 


590006 


+ 71 


- 68 


.850 


593112 


-f 73 


-48 


•900 


596222 


+ 75 


ii 


•950 


599355 


+ 77 


— 43 
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» 


en millions 


dim) 


9000 


602489 


•100 


608672 


•200 


614917 


•300 


621 177 


•400 


627400 


•500 


633578 


•600 


63985» 


•700 


646054 


•800 


652265 


•900 


658445 


I0'000 


664579 



20*000 1270607 



90*000 5216954 



loo-ooo 5761455 



loooooo 50847478 



01-0 P - 



+ 78 



+ 
+ 



54 

5 

3 

30 

23 

24 
28 

15 

13 
16 

87 



— 37 



+ 227 



+ 96 



— 24 



815 



TABELLE DER KLEINSTEN PRIMITIVEN WURZELN g 

ALLER UNGERADEN PRIMZAHLEN i> UNTER 3000 

VON 

G. WEETHEIM 

io FRANKFURT a. M. 

Jede Priinzahl, ftir welche 10 primitive Wurzel ist, ist mit dem 
Zeichen * versehen. 



p 


V > 


9 


v 


V I 


9 


i' 


V ^ 


9 


3 


2 


2 


79 


2.3.13 


3 


181* 


2V3'.5 


2 


5 


2* 


2 


83 


2.41 


2 


191 


2.5-19 


19 


7* 


2.3 


3 


89 


2». I I 


3 


^93* 


2*.3 


5 


I I 


2.5 


2 


97^^ 


2^3 


5 


197 


2'.7' 


2 


13 


2V3 


2 


lOI 


2V5' 


2 


199 


2.3'. II 


3 


17* 


2* 


3 


103 


2.3.17 


5 


211 


2.3.5-7 


2 


19* 


2.3* 


2 


107 


2.53 


2 


223* 


2.3.37 


3 


23* 


2. II 


5 


109* 


2'.3' 


6 


227 


2.113 


2 


29* 


2'. 7 


2 


113* 


2*.7 


3 


229* 


2*.3.i9 


6 


3' 


2.3-5 


3 


127 


2.3'.7 


3 


^U* 


2*. 29 


3 


37 


2'.3* 


2 


131* 


2.5-13 


2 

■ 


239 


2.7.17 


7 


41 


2'. 5 


6 


137 


2*. 17 


3 


241 


2*.3.5 


7 


43 


2.3-7 


3 


139 


2.3-23 


2 


251 


2.5' 


6 


47* 


2.23 


5 


149* 


2'-37 


2 


257* 


2* 


3 


53 


2*. 13 


2 ; 


151 


2-35' 


6 


263* 


2.131 


5 


59* 


2.29 


2 


157 


2* 3-13 


5 


269* 


2*.67 


2 


61* 


2*.3-5 


2 ■ 


163 


2.3* 


*j 


271 


2.3*.5 


6 


67 


2. 3. II 


* i 


167* 


2.83 


s; 


277 


2^.3.23 


5 


71 


2.5-7 

1 


7 


173 


2*.43 


2 


281 


2*.5-7 


3 


73 


2'.3* 


5 


179* 


2.89 


2 


283 


2.3-47 


3 



^l«to mo/A^mo/iea. 17. Imprioié le 21 jtiin 1803. 
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p 


p— I 





P 


P I 


9 


i^ 


P I 


9 


293 


2*.73 


2 


547 


2.3-7-13 


2 


809 


2'.IOI 


3 


307 


2.3*17 


5 


557 


2*.i39 


2 


811* 


2.3*5 


3 


311 


2.5-31 


17 


563 


2.281 


2 


821* 


2*.5.4i 


2 


313* 


2'.3.i3 


10 


569 


2'.7I 


3 


823* 


2.3.137 


3 


317 


2*.79 


2 


571* 


2.3-5-19 


3 


827 


2.7.59 


2 


331 


2.3.5. II 


3 


577* 


2^3• 


5 


829 


2'.3'.23 


2 


337* 


2*.3-7 


10 


587 


2.293 


2 


839 


2.419 


1 1 


347 


2.173 


2 


593* 


2*.37 


3 


853 


2'.3.7i 


2 


349 


2'.3.29 


2 


599 


2.13.23 


7 


857* 


2\ 107 


3 


353 


2*. 11 


3 


601 


2'.3-5' 


7 


859 


2.3. II. 13 


2 


359 


2. 179 


7 


607 


2.3. lOI 


3 


863* 


2.431 


5 


367* 


2.3.61 


6 


613 


2'.3'.i7 


2 


877 


2'.3.73 


2 


373 


2*3. 31 


2 


617 


2'.7 .11 


3 


881 


2V5.11 


3 


379* 


2.3'-7 


2 


619* 


2-3-103 


2 


883 


2.3'.?' 


2 


3^3* 


2. 191 


5. 


631 


2.3*-5-7 


3 


887» 


2.443 


5 


389* 


2'.97 


2 


641 


2^5 


3 


907 


2.3.151 


2 


397 


2'.3Vii 


5 


643 


2.3.107 


1 1 


911 


2.5.7.13 


17 


401 


2*.5' 


3 


647* 


2. 17. 19 


5 


919 


2.3'.i7 


7 


40Q 


2«.3.i7 


21 


653 


2'. 163 


2 


929 


2*.29 


3 


4«9* 


2. II . 19 


2 


659* 


2.7-47 


2 


937* 


2'.3'.i3 


5 


421 


2'.3-5-7 


2 


661 


2'.3.5-ii 


2 


941* 


2'.5.47 


2 


431 


2. 5-43 


7 


673 


2'.3.7 


5 


947 


2. 1 1. 43 


2 


433* 


2*.3' 


5 


677 


2Vi3' 


2 


953* 


2».7.i7 


3 


439 


2.3.73 


15 


683 


2. II. 31 


5 


967 


2.3.7.23 


5 


443 


2. 13.17 


2 


691 


2.3-5.23 


3 


971* 


2. 5-97 


6 


449 


2*. 7 


3 


701* 


2V5'.7 


2 


977* 


2*.6l 


3 


457 


2^.3.19 


13 


709* 


2V3-59 


2 


983* 


2.491 


5 


461* 


2'.5-23 


2 


719 


2.359 


1 1 


991 


2.3'.5.ii 


6 


463 


2.3.7. II 


3 


727* 


2.3.11' 


5 


997 


2V3.83 


7 


467 


2.233 


2 


733 


2*.3.6i 


6 


1009 


2^3'.7 


1 1 


479 


2.239 


13 


739 


2.3'.4i 


3 


1013 


2'.II.23 


2 


487* 


2.3^ 


3 


743* 


2.7.53 


5 


1019* 


2.509 


2 


491* 


2.5-7' 


2 


751 


2.3.5' 


3 


1021* 


2'.3.5.i7 


7 


499* 


2.3-83 


7 


757 


2V3'.7 


2 


1031 


2.5.103 


M 


503* 


2.251 


5 


761 


2V5.I9 


6 


1033* 


2V3.43 


5 


509* 


2*. 127 


2 


769 


2^3 


II 


1039 


2.3.173 


3 


521 


2".5.i3 


3 


773 


2«.i93 


2 


1049 


2'.I3I 


3 


523 


2.3^.29 


2 


787 


2.3.131 


2 


1051* 


2.3.5'.7 


7 


541* 


2'.3'-5 


2 


797 


2*. 199 


2 


1061 


2'.5.53 


2 
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V 


p— I 


9 


i' 


v— I 


9 


V 


v ' 


9 


1063* 


2.3'.59 


3 


1361 


2*.5.n 


3 


1621* 


2'.3*.5 


2 


1069* 


2*.3.89 


6 


1367* 


2.683 


5 


1627 


2.3.271 


3 


1087* 


2.3. 181 


3 


1373 


2 .7 


2 


1637 


2*. 409 


2 


1091* 


2.5.109 


2 


1381*. 


2'.3.5-23 


2 


1657 


2'.3'.23 


II 


1093 


2'.3-7.i3 


5 


1399 


2.3.233 


13 


1663* 


2.3.277 


3 


1097* 


2*.i37 


3 


1409 


2\ll 


3 


1667 


2.7^.17 


2 


1103* 


2. 19.29 


5 


1423 


2.3*79 


3 


1669 


2'.3.i39 


2 


r 109* 


2'.277 


2 


1427 


2.23.31 


2 


1693 


2'.3'.47 


2 


1117 


2'.3V3i 


2 


1429* 


2'.3.7.i7 


6 


1697* 


2 '.53 


3 


1 1 23 


2. 3. 11. 17 


2 


1433* 


2'.i79 


3 


1699 


2.3.283 


3 


1 129 


2'.3.47 


I 1 


M39 


2.719 


7 


1709* 


2*.7.6i 


3 


.1151 


2.5'-23 


17 


1447* 


2.3.241 


3 


1721 


2*.5-43 


3 


1153* 


2^3• 


5 


M5I 


2.5^29 


2 


1723 


2.3-7-41 


3 


1163 


2.7.83 


5 


M53 


2'.3.ii' 


^2 


1733 


2V433 


2 


1171* 


2.3'-5i3 


2 


1459 


2.3* 


3 


1741* 


2'.3-5-29 


2 


1181* 


2'.5.59 


7 


1471 


2.3.5-7' 


6 


1747 


2.3'-97 


2 


1187 


2.593 


2 


1481 


2*.5-37 


3 


1753 


2*.3.73^ 


7 


1193* 


2'.i49 


3 


1483 


2.3.13.19 


2 


1759 


2.3.293 


6 


1201 


2V3.5' 


1 1 


1487* 


2.743 


5 


1777* 


2*.3.37 


5 


1213* 


2'.3.IOI 


2 


1489 


2*.3.3i 


14 


1783* 


2.3*11 


10 


1217* 


2^I9 


3 


»493 


2'.373 


2 


1787 


2.19.47 


2 


1223* 


2.13-47 


5 


1499 


2.7. 107 


2 


1789* 


2*.3-i49 


6 


1229* 


2V307 


2 


15^1 


2.5. 151 


1 1 


1801 


2^3^5* 


1 1 


1231 


2.3.5-4I 


3 


1523 


2.761 


2 


iSii» 


2.5. 181 


6 


1237 


2'.3io3 


2 


1531* 


2.3*.5.i7 


2 


1823» 


2. 911 


5 


1249 


2*.3.i3 


7 


1543* 


2.3.257 


5 


I83I 


2.3-5-61 


3 


1259* 


2.17.37 


2 


»549* 


2^3^43 


3 


1847* 


2.13.71 


5 


1277 


2*.II.29 


2 


1553* 


2*.97 


3 


1861* 


2*.3.5-3i 


2 


1279 


2.3*.7i 


3 


1559 


2.19.41 


19 


1867 


2.3.311 


2 


1283 


2.641 


2 


1567* 


2.3'.29 


3 


I87I 


2.5. 11. 17 


14 


1289 


2'.7.23 


6 


1571* 


2.5.157 


2 


1873» 


2^3^'3 


10 


1291* 


2.3.5-43 


2 


1579* 


2.3.263 


3 


1877 


2».7.67 


2 


1297* 


2V3^ 


10 


1583* 


2.7.113 


5 


1879 


2.3.313 


6 


1301* 


2V5'.i3 


2 


1597 


2*.3.7.i9 


1 1 


1889 


2*.59 


3 


^z^z"" 


2.3-7.3^ 


6 


1601 


2^5• 


3 


1 90 1 


2'.5'-i9 


2 


1307 


2.653 


2 


1607* 


2.11.73 


5 


1907 


2.953 


2 


I3I9 


2.659 


13 


1609 


2\3.67 


7 


1913» 


2V239 


3 


I32I 


2'.3-5-ii 


13 


1613 


2'.i3-3i 


3 


1931 


2.5193 


2 


1327* 


2.3.13.17 


3 


1619* 


2.809 


2 


1933 


2'.3.7-23 


5 
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p 


V I 





1' 


V I 


9 


7^ 


v — 1 


9 


1949* 


2*.4»7 


2 


2251* 


2.3'.5' 


7 


2551 


2.3-5'.i7 


6 


I95I 


2.3.5'i3 


3 


2267 


2.11. 103 


2 


2557 


2*.3».7i 


2 


1973 


2'. 17.29 


2 


2269* 


2'-3*-7 


2 


2579* 


2. 1289 


2 


1979* 


2.23.43 


2 


2273* 


2*. 71 


3 


259» 


2.5-7.37 


7 


1987 


2.3-331 


2 


2281 


2'.3.5-i9 


7 


2593* 


2^3^ 


10 


1993* 


2'. 3-^3 


5 


2287 


2.3*.I27 


19 


2609 


2*.i63 


3 


1997 


2'.499 


2 


2293 


2^.3. 191 


2 


2617* 


2'.3.io9 


5 


1999 


2.3'-37 


3 


2297* 


2\7.4i 


5 


2621* 


2'-5-i3i 


2 


2003 


2.7. II. 13 


5 


2309* 


2'.577 


2 


2633* 


2*-7.47 


3 


2oi I 


2.3-5.67 


3 


2311 


2.3.5.7.11 


3 


2647 


2.3^7' 


3 


2 I 7 * 


2^3^7. 


5 


2333 


2'.ii.53 


2 


2657* 


2*. 83 


3 


2027 


2 . 1013 


2 


2339* 


2.7 . 167 


2 


2659 


2.3.443 


2 


2029* 


2'.3.i3* 


2 


2341* 


2'.3'-5.i3 


7 


2663* 


2.11» 


5 


2039 


2 . 1019 


7 


2347 


2.3.17.23 


3 


2671 


2.3.5.89 


7 


2053 


2'.3'. 19 


2 


235» 


2.5*-47 


13 


2677 


2^.3.223 


2 


2063* 


2.1031 




2357 


2'. 19.31 


2 


2683 


2.3'.i49 


2 


2069* 


2'.ii.47 


2 


2371* 


2.3-5-79 


2 


2687* 


2.17.79 


5 


2081 


2*-5-U 


3 


2377 


2^3^II 


5 


2689 


2^.3.7 


19 


2083 


2.3-347 


2 


2381 


2'.5.7-i7 


3 


2693 


2'.673 


2 


2087 


2.7.149 


5 


2383* 


2.3.397 


5 


2699* 


2.19.71 


2 


2089 


2'.3*.29 


7 


2389* 


2V3.199 


2 


2707 


2.3.11.41 


2 


2099* 


2 . 1049 


2 


2393 


2'. 13-23 


3 


27 1 1 


2.5.271 


7 


21 I 1 


2.5.211 


7 


2399 


2.11. 109 


11 


2713* 


2'-3-iJ3 


5 


2II3* 


2'.3.ii 


5 


2411 * 


2.5.241 


6 


2719 


2.3*.i5i 


3 


2129 


2*7-19 


3 


2417* 


2*.i5i 


3 


2729* 


2\lI.3I 


3 


2131 


2.3.5.71 


2 


2423* 


2.7.173 


5 


2731 


2.3-5-7-13 


3 


2137* 


2'.3.89 


10 


2437" 


2'-.3. 7.29 


2 


2741* 


2*.'5.i37 


2 

i 


2 1 4 I * 


2*.5.io7 


2 


2441 


2^.5.61 


6 


2749 


2*.3.229 


6 


2143* 


2. 3'. 7. 17 


3 


2447* 


2. 1223 


5 


2753* 


2^.43 


3 


2153* 


2"'. 269 


3 


2459* 


2. 1229 


2 


2767* 


2.3.461 


3 


2161 


2^3^5 


14 


2467 


2.3*.i37 


2 


2777* 


2'.347 


3 


2179* 


2.3*.ii^ 


7 


2473* 


2*.3.io3 


5 


2789* 


2'.i7.4i 


2 


2203 


2.3.367 


5 


2477 


2^.619 


2 


2791 


2.3'.5.3i 


6 


2 2 7 * 


2.1103 


5 


2503 


2.3'.i39^ 


3 


2797 


2'.3.233 


2 


2213 


2'.7.79 


2 


2521 


2'.3'.5-7" 


17 


2801 


2*. 5'- 7 


3 


2 2 2 1 "' 


2'.3.5-37 


2 


2531 


2.5.11.23 


2 


2803 


2.3.467 


2 


2237 


2*.i3.43 


2 


2539* 


2.3'.47 


2 


2819* 


2. 1409 


2 


2239 


2.3.373 


3 


2543* 


2. 31. 41 


5 


2833* 


2V3.59 


5 


2243 


2.19.59 


2 


2549' 


4.7'.i3 


2 


2837 : 


2'.709 


2 
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p 


v I 


9 


y j) — I 


(f 


V 


p I 


9 


2843 


2-7*29 


2 


2897* 


• 

2*. 181 


3 


2953 


2^3^4I 


13 


2851» 


2.3.5'.i9 


2 


2903* 


2.1451 


5 


2957 


2'.739 


2 


2857 


2'.3-7-»7 


1 1 


2909* 


2*. 727 


2 


2963 


2.1481 


2 


2861* 


2'.5.ii.i3 


2 


2917 


2'.3* 


5 


2969 


2'. 7. 53 


3 


2879 


2.1439 


7 


2927* 


2.7 . II .IQ 


5 


2971* 


2.3'.5-ii 


10 


2887 


2.3.13.37 


5 


2939* 


2. 13. 113 


2 


2999 


2.1499 


7 



Frankfurt a. M., August 1892. 
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SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA 
DES INTÉGRALES DOUBLES. 

Second Mémoire 

PAB 

GUSTAF KOBB 

k STOCKHOLM. 

Dans un mémoire précédent ^ nous avons étudié la question de la 
recherche des maxima et des minima d'une intégrale double dans les 
cas ou les variations de la valeur de Tintégrale sont complétement libres; 
c*est a dire, la classe de problémes qu'on appelle des maxima ou des 
minima absolus. Il y a un autrc genre de questions, ou Ton se pro- 
pose de chercher les maxima et les minima d'une certaine intégrale sons 
la condition que la valeur d'une ou de plusieurs autres intégrales reste 
invariable quand la valeur de la premiére est variée. Alors les varia- 
tions de la premiére intégrale ne sont plus libres. Dans ce mémoire, 
nous allons traiter la classe de problémes qu'on appelle des maxima et 
des minima relatifs. 

Soient 

(i) r = ffF\x ,y,z,x\y\ z' , x\ /', zyiudv, 

(2) /' =ffF\x ,y,z,x',y\z', x", ?/', z")dudv 



* Sur les maxima et les minima des intégrales douhles. Acta mathematica, 
tome 16, p. 65. 

Aeta mathematica. 17. Imprlmé le 27 jain 1893. 41 
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deux intégrales doubles, oii comme auparavant 



dx 

du 


•^ du' 


^ du' 


dv ' 


1 1 5 v 
^ dv ' 


5« 
' =dv 



et F^ et F' sont des fonctions réguliéres et bien définies. Les limites 
des deux intégrales sont les inémes. Nous nous proposons de trouver 
une surface qui rende la premiére intégrale un maximum ou un minimum 
sous les conditions que la seconde conserve une valeur donnée et que la 
surface passé par un certain contour C dans Tespace. Nous nous bornerons 
pourtant a considérer des fonctions F^ et F' telles, que les valeurs des 
intégrales soient indcpendantes du choix des variables auxiliaires u et v. 
Nous avons trouvé auparavant que, dans ce cas, les fonctions F^ et 
F' doivent satisfaire aux relations I (4) ^ 

„ dF dF dF 

dx ^ dy * dz 

dF dF dF 

O = X — -r + y --r + Z —-Ti 

dx ^ ^ dy * dz 

„ dF dF dF 

P =-- X r-7 + y r-^ + ^ r-^> 

dx ^ dy dz 

, dF ^ , dF . , dF 

11 faut (Pabord montrer qu'il existe des variations de la surface 

X = x{u , v), y = y{u , v\ z = z{u , v) 

polir lesquelles la seconde intégrale conserve sa valeur. Si nous étendons 
rintégration sur la surface 

^ + S. y + rj, ^ + C 



Ces citations se rapportent å mon premier mémoirc Sur les maxima et les mi- 
nima des inlégi'ale.s daubles. 



Sur les maxima et les minima des intégraies doubles. 
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nous obtenons la valeur de la variation correspondante de Tintégrale /' 
suivant I (i6) 



(3) 



AI' =jfG'wdudv + ( ), + ••• 



en employant les méines notations qu'auparavant. Posons inaintenant 

(4) f = kj, + kj^j rj = k^Tj^ + k^Tj^, ^ = K^i + K^2 

011 A;, et k^ sont deux constantes quelconques et fij^a^^i j^y,,^ »C, des fonc- 
tions arbitraires qui 8'annullent aux liinites. Ensuite 



w, = 



y' y" 




z' z" 




X' x" 


^' s" 


^i + 


X' x" 


y!i + 


y' y" 



C, 



(i-i.a) 



On aura 



et 



Ml =ff&w,dudv. 



w = k^w^ + k^w.^ 



AF = k,M[ + k,M', + (. . . .)^ + . . . . 



Les fonctions itf, et M^ sont compléteraent déterminées, aussitöt que nous 
avons fixé fi > fj > ^i > ^y, , Ci > ^« Pour que Tintégrale 7' conserve sa valeur, 
il faut que 

o = kiM[ + ÄjjJfi + ( )3 + . . . . 



Supposons 



M'^>o 



Cela est toujours possible, sauf le cas, ou 

G' = o. 

Mais cette équation est une des conditions nécessaires pour que Tintégrale 
r soit un maximum ou un minimum. Cest, par conséquent, un cas 
particulier qu'il faut exclure. 

Si M'^ n'est pas nul, on a, suivant un théoréme connu de la 
théorie des fonctions 
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En substituant cette valeur dans les expressions (4), nous avons de va- 
riations qui ne changent pas la valeur de Tintégrale i'. 

Nous avons ensuite la valeur de la variation de Tintégrale P: 

AP ==ffG'wdudv + (. . . Oa 

JlfJ =jjG'w,dudv 
ou, en eniployant la valeur trouvée de A^, 

(5) ^1' = K{m - §M^) + {K\ + . . . . 

Mais pour que AV conserve toujours le méme signe, il faut que le 
coefficient de k^ s^annulle. Ainsi 

ou 

w ¥; = ¥;• 

Le premier raeinbre dépend de ^^ j rj^ 9 C^ et le second de f^ , jy^ , i^. Le 

quotient a donc une valeur constante, indépendante des variations, que 

nous appelons A. Alors 

Ml — ÅM[=o 

ou 

ff{G' — XG')w,dudv = o 

d'ou résulte Téquation aux dérivées partielles du second ordre ^ 
(7) G = G'— X& = o 

qui est analogue a celle que nous avons trouvée dans le cas des maxima 
et des minima absolus. 

^ Dans la suite une majusoule sigoifie toujours une cxpression de la forme 

A' — ÅÄ\ 
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Pour ramener la variation totale de Tiiitégrale /' ou de Tintégrale 

P a la forrae (3), nous aommes obligés de supposer ou bien que la sur- 

face primitive ne posséde pas de lignes de discontinuité, c'est a dire des 

lignes le long desquelles la normale de la surface change brusquement 

sa direction, ou bien que les variations 8'annullent le long de celles-ci. 

Cependant il est evident que chaque partie régulicre de la surface doit 

satisfaire a Téquation 

G=o 

ou A a toujours la méme valeur. En effet, nous pouvons varier la 
surface, de maniére qu'une partie réguliére seule soit variée, et que le 
reste conserve sa forme. Alors cette partie doit satisfaire ä l'équation (7). 

Ensuite nous avons vu que la valeur de A est indépendante des 
variations. Mais parmi celles-ci il en existe certainement, qui ne varient 
qu'une partie réguliére de la surface. Mais la valeur correspondante de 
Å doit étre la méme, si toute la surface est variée. Par conséquent, la 
valeur de A est la méme pour chaque partie de la surface qui peut 
étre variée. 

Supposons maintenant quil existe des lignes de discontinuité sur la 

surface primitive et que les variations ne s'annullent pas suivant celles-ci. 

Alors la variation totale des intégrales n'est pas réductible ä la forme 

(3). Nous avons déja traité la méme question pour le cas des maxima 

ou des minima absolus. Ici on peut procéder de la méme maniére et 

on trouve en posant 

F = F' — AF^'> 

que les expressions 



(8) 



dFdv dF du dFdv dF du dFdv dF du 






dx ds dx ds dy ds dy dS dz dS dz dS 



doivent avoir les mémes valeurs aux deux cötés de la ligne de discon- 
tinuité, pour que Tintégrale V puisse étre un maximum ou un minimum. 
Cest, par conséquent, encore une condition nécessaire. 

Nous avons vu que la surface primitive doit satisfaire a Téquation (7) 

G= G' — åG' = o. 

Supposons que nous ayons trouvé une solution de cette équation; il nous 
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faut puis montrer, qu'elle donne un vrai maximum ou un vrai minimum 
ou que la variation totale AP pour chaque variation, qui ne change pas 
la valeur de la seconde intégrale, conserve le méme signe. Nous suivons 
la méme marche que dans le cas des maxima et des minima absolus. 

Ainsi, il se présente d'abord la question: Ayant trouvé une solution 
de Téquation (7) qui passé par le contour donné, est-ce qu'il existe une 
autre, qui a chaque point est infiniment voisine de la premiére? Il faut 
pourtant généraliser un peu la question. La quantité A est une constante, 
dont la valeur est déterminée par la condition que la seconde intégrale 
/' conserve toujours la méme valeur. Par conséquent, la valeur de Å 
n'est pas la méme pour deux surfaces infiniment voisines. Il faut donc 
considérer Å comme une quantité variable, quand nous voulons répondre 
ä la question énoncée. 

On voit immédiatement qu'a la méme surface il ne peut pas corres- 
pondre plusieurs valeurs de A. On aurait 

G' — åG' = o, 

G' — X,& = 

d'ou suit 

(A — AJÖ' = o 

et 



1 



car nous avons déja exclu le cas 

G' = 0. 
Soit maintenant 

une nouvelle solution de Téquation (7), oii pourtant la valeur de A est 
changée en X '\- X on aura 

Cette différence peut s^ecrire 

— {G\x,y,z) — XG\x,y,z)\ — XG\x^^,y + r],B + !:) 
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ou 



ä.G—X'G\x + f,y + ,,;?+0 = O 



si nous entendons avec le symbole d'opératioii A, que X soit regardé 
comme une constante. 

Mais au lieu de considérer Téquation unique 

G = o 

il vaut mieux considérer le systéme équivalent I (15) 



(9) 



r,==r\ — xr\ = 






7; = r» - ATi = ^ — ^^ (L.,) — ^ (^) = y9ö , 



De la premiére de ces équations nous aurons 

= Ar, — x'r[{x + f ,y + 7, ;8r + o 



OU en observant que 



r; = aö-, 



le second membre devient 



Ar, — X'aG'{x +e,y + ,y,2 + = o. 

De la méme maniére nous formons les deux autres diflFérences 

AP, — X'^G'{x -{■^,y-{-i3,e + :) = o, 
AF, — X'rG\x +e,y + i7,^+0 = o- 

Multiplions la premiére de ces équations par f, la seconde par ^, la 
troisiéme par C et ajoutons; ensuite, multiplions par dudv et intégrons 
dans rintérieur du contour donné. 
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Alors nous aurons Tintégrale 

(lo) JflSAF^ + rjAr^ + CAr, — XG[x + f, y + ^y , ;? + :)iv\dudv, 

«<^ = af + ^ + /-C. 

Evidemment, cette intégrale double est imlle. Nous allons la transformer. 
D'abord on remarquera que les variatioDs f , jy , C> ne sont pas libres, elles 
sont assujetties a la condition que la seconde intégrale /' conserve sa 
valeur. Ainsi 

Ar = o 

ou, en arrétant le développement aux termes du second ordre, 

(ii) o = ff[G'w + l^B^^Tf,Ty]dudv 

ou r^ et T^ désjgnejit les variations f , 17 , C et leurs dérivées du premier 
ordre. Les coefficients B^^ de la forrae quadratique sont des fonctions 
connues de x y y et z. Ensuite, 

ffX'G\x + e, y + ly , -2? + C)tvdudv =ff{X&w + XY.B'^,T^T,)dudv. 

Enfin, nous avons montré dans le mémoire précédent, que, si nous arrétons 
le développement de AZ\ , A/^. et A1\ aux termes du second ordre, 
Tintégrale 

/{cAr, + rjAr^ + CAl\]dudv 

peut étre transformée dans la forme suivante 

La premiére forme quadratique provient uniquement des termes du pre- 
mier ordre, ses coefficients A^,^ sont indépendants de r,, et r^ et ils sont 
des fonctions connues de x , y ^ z. Dans la seconde, au contraire, les 
coefficients A'^^ sont des fonctions linéaires et homogénes de r^ et r^. 
Maintenant Tintégrale (10) peut s'écrire 



(12) o =ff\'EA^,T,,T, + TA;,t,,t, — A'Ö'<P — Å'TB',,,T^T,\dudv. 
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En multipliant réquation (ii) par A' et en Tajoutant ä Téquation (12), 
nous aurons 

Il s'agit de voir, si cette équation peut étre satisfaite par des valeurs de 
^ j rj j C qui changent, réellement, la surface primitive. Il existe, évidern- 
ment, une infinité de maniéres ä varier la surface, de sorte qu'elle coYn- 
cide avec elle-méme. 

Nous avons vu qu il su£Pit de poser 

C == «/, 7] =z bly C= cl 

ou a y b y c sont les cosinus directeurs de la normale de la surface primi- 
tive au point {x , y , z). 

Par cette substitution la forme quadratique sous les signes sommes 

dl dl 

devient une forme quadratique de I , - et — ou de rj , r J , rj. 
Ainsi, on aura de (13) 

(14) o =ff{i:{A^,, + ä;,) T;X]cludv. 

Les Äf,^ sont indépendantes de I et de ses dérivées et proviennent unique- 
ment des A^^., de Téquation (13). Les a^^^ sont des fonctions linéaires et 

homogénes de / , — , - et de A'. 

Dans le mémoire précédent, nous avons vu que si la forme qua- 
dratique 



est définie, on peut toujours fixcr une limite de / et de ses dérivées du 
premier ordre ainsi que de A', de sorte que pour des valeurs de ces va- 
riables, qui sont inférieures ii cette limite, la forme quadratique 

soit aussi une forme définie. 

Mais alors, il n*existe pas d'autre solution de Téquation (14) que 

r| = Tj = Tg = o. 

Äeta mathematica. 17. Iraprimé le 28 juin 180U. 42 
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Par conséquent, la surface déjä trouvée est unique, c'e8t a dire, il 
n^existe pas d'autre surface, qui satisfait ä une équation 

G = o 

ou la valeur de A différe tres peu de celle de Téquation primitive, qui 
passé par le contour donné et pour laquelle les valeurs des coordonnées 
et de leurs premiéres dérivées dans chaque point différent tres peu des 
valeurs dans les points correspondants de la surface primitive. 
Ainsi, il faiit calculer la forme quadratique 






ou plutöt 1'intégrale double 

(15) 



pour reconnaitre, si la forme quadratique sous les signes sommes est une 
forme définie, ou non. Nous avons vu que la forme quadratique en 
question provient uniquement des termes du premier ordre de Texpression 

cAr, +rjAr, -\-CAr,. 

Par conséquent, Tintégrale (15) n'est autre chose que 1'intégrale 



(16) 



Jf[?dr^ + ^ov; + :dr^]dudv. 



Dans la seconde partie du mémoire précédent nous avons fait le 
calcul d'une intégrale semblable, mais ce calcul étant assez pénible, il 
suffit de se rappeler les resultats qu on y a obtenus. D^aprés les formules 
11(6), 11(7) et 11(17) on aura pour Tintégrale (16) Texpression 



(■7) 



1 ^■. (rD' + ^.C-:)' + ^^. ^"7 + ^Xl*"" 



ou 



W = a$ + ^ + j-C, 



a = 



; !/ y 



n 



jf 



I *' 



^-\. 



X 



.11 



.." 







X 


x" 


> 


r - 


y' 


y" 
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Ensuite, F^ ^ F^y F^ et F^ sont des facteurs, détinis par les fonnules I (8), 
11(13) et 11(14). Ils sont tous de la forme 

F, = F^. — åF,. 

On voit aisément que lon a 

W = k.Iy 

et, par conséquent, que w et I 8'annullent en méme temps. 

La forme quadratique sous les signes sommes est définie, si dans le 
contour donné 

F,F,-n>o, 

18 

F,F,>o, 

ou, la derniére condition n'étant pas reinplie, s'il est possible de trouver 
deux fonctions linies et continues B et B^ de sorte que 



(19) i\ 



{F,F,-l'l)(^^ + '-^-\.F,)-l\B] + 2F,B,B-F,IP 



>o. 



Nous avons transformé cette condition et nous avons vu qu^elle est tou- 
jours remplie, s'il existe une intégrale finie et continue de Téquation 

qui ne s'annulle pas dans Tintérieur du contour d'intégration de Tintégrale 
(17). Ainsi, cette condition est suffisante mais nous n'avons pas démontré 
qu'elle est nécessaire corame dans le cas des maxima et des minima ab- 
solus. La demonstration appliquée dans ce cas n^est plus valable, car les 
variations ne sont pas libres; elles sont assujetties a la condition quelles 
ne changent pas la valeur de la seconde intégrale i'. Nous laissons, pour- 
tant, ce point pour le moment. 

Supposons, maintenant, que les conditions (18) et (19) soient remplies. 
Alors la forme quadratique sous les signes sommes de (17) est définie, 
et d'aprés ce que nous avons déja dit, la surface est unique dans la signi- 
fication que nous avons donné a ce mot, Mais, comme les fonctions 
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F^ , F^ , Fg , F^ sont des fonctions continues de x ^ y , z et de leurs déri- 
vées, on voit, aisément, que les conditions précédentes sont aussi remplies 
pour chaque autre surface qui différe tres peu de la surface primitive. 
Ainsi, nous pouvons construire autour de celle-ci une certaine aire, de 
sorte que, si nous y prenons un contour arbitraire et qu'il existe une 
surface qui satisfasse ä une équation 

G = o 

qui passé par ce contour et qui différe tres peu de la surface primitive, 
cette nouvelle surface soit aussi unique. La valeur de A dans Téquation 
6r = o n'est pas nécessairement la méme que dans Téquation qui nous 
donne la surface primitive; elle peut aussi en difiérer un peu. 

Dans le cas des maxima et minima absolus, nous avons donné en- 
core une condition pour Texistence d'un maximum ou d'un minimum, 
qui nous servait a distinguer un maximum d'un minimum. Dans le cas 
actuel, nous allons procéder de la méme maniére. Nous appelons chaque 
équation 

G = o, 



ou A diftere tres peu de la valeur primitive, une équation G et aussi chaque 
surface, qui satisfait a une telle équation, une surface G. Sur la surface 

G, qui passé par le contour donné C 
nous tra9ons un certain contour ferraé 
K. Par ce contour K nous faisons pas- 
ser une surface quelconque et sur cette 
surface F nous tra9ons un autre con- 
tour K% tres voisin du contour K et 
qui ne le coupe pas, et supposons qu'il 
existe une surface G, qui passé par K'. 
11 existe évidemment une infinité de 
tels contours K' sur la surface F. Nous 
avons vu quMl n'est pas nécessaire de supposer que les contours K et IC 
et la surface F soient réguliers. Ils peuvent aussi étre composés d'un 
nombre fini de parties réguliéres. Il faut seulement que les deux con- 
tours ne se coupent pas. 
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Considérons Tintégrale 7^ étendue sur la partie extérieure du contour 
K de la surface primitive, sur la partie de la surface /^, qui est située 
entré les contours K et K\ et, enfin, sur la surface G, qui passé par le 
contour K. Gette intégrale, que nous appelons 7®, peut étre considérée 
couime une variation de Tintégrale J®, étendue sur la surface primitive. 
D'aprés les formules in(i) et III (2), on aura 

(21) Ar = V—P =f&Hsmwds + ffG'wdiidv+ {l\. 

K K 

Ici, la fonction &^ est définie par les formules III (16) ou 111(2 2). En- 
suite, / est la longeur de la projection de la distance AA' sur le plan 
tangent de la surface /' dans le point A , (o Tangle que fait cette pro- 
jection avec la tangente de K dans ce point, et enfin ds Télément de 
Tarc de K. 

Mais les variations de la surface primitive doivent étre telles, que la 
seconde intégrale i' ne change pas sa valeur. Alors, en formant la méme 
différence pour Tintégrale i', on aura 

(22) o --= A7' =--f&'Umo)ds + ff&wdudv + {l\ + .. . 



A' K 



Multiplions Téquation (22) par — A et ajoutons le produit a Téquation 
(21). Nous aurons 

Ar =/(S' — X&)1 sin oirfs + ff{G' — XG')wdudv + [l\ + . . . 

A' A 

OU, en remarquant que 

G' — XG' = G = o 



et en infroduisant la notation 



S = fio — Aö', 



(23) ^.r =fQ>lm\a)ds + {l\ + ... 

Mais, pour que la surface primitive rende, réellement, 1'intégrale P un 
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inaxinium ou un minimum, il faut que pour chaque contour K et chaque 
surface F la différence A 7® ne change jamais son signe. Ainsi 

A7® < o pour un maximum 

AI® > o pour un minimum. 

Pour des valeurs assez petites de I le signe du second membre (23) dé- 
pend du signe de son premier terme, Tintégrale 

I &lÄna)ds y 

K 

et pour que cette intégrale conserve toujours le méme signe, quels que 
soient le contour K et la surface Fy il faut que la fonction & ne change 
jamais son signe. La nouvelle condition nécessaire pour Texistence d'un 
maximum ou d'un minimum est, par conséquent, pour le cas d'un maxi- 
mum, que la fonction & ne devienne jamais positive et pour le cas d'un 
minimum que la fonction & ne devienne jamais negative. 

D'aprés la derniére forme que nous avons donnée a la fonction Q> 
111(22), il suit que, la condition 111(2 3) remplie, elle ne s*annulle que si 
la surface /' est tangente ä la surface G le long du contour K. Dans 
le ca& ou la condition 111(23) n'est pas remplie, il faut faire unc re- 
cherche spéciale. 

Supposons maintenant que les conditions (18) et (19) soient remplies 
et que la fonction Q> ne change pas son signe. Alors, nous pouvons en- 
tourer la surface primitive d'une aire telle que dans celle-ci pour chaque 
contour il n'existe qu'une seule surface G, qui différe tres peu de la sur- 
face primitive et en la resserrant, s'il le faut, telle que la fonction & 
conserve le méme signe pour ces nouvelles surfaces. Certainement, cela 
arrive, si la condition III (23) est remplie. 

Imaginons, ensuite, dans Taire A une 
surface /', réguliére ou du moins composée 
d'un nombre fin i de surfaces réguliéres qui 
passé par le contour primitif C, et sur F 
deux contours K et K tres voisins qui ne 
se coupent pas. Supposons que les deux 
contours soient tels qu'il existe des surfaces (t, 
qui passent par ces contours et qui différent 
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tres peu de la surface primitive. Eviderament K et K ne sont pas ar- 
bitraires, inais il en existe toujours une infinité. Cela résulte iminédiate- 
ment d'une considérätion géometrique. Comme la surface F est située 
dans Taire Ay il suit quMl n'exi8te qu'une seule surface G pour chacun 
des deux contours K et K. 

Considérons, ensuite, Tintégrale V étendue d'abord sur la partie de 
jT, au dehors de K, puis sur la surface G qui passé par K\ En appelant 
Q la partie de F dans Tintérieure de K et dU la partie entré K et K\ 
nous désignons notre intégrale P par 

P[ii + dU). 

De méme, nous désignerons] Tintégrale P^ étendue sur la partie de F 
au dehors de K et sur la surface G qui passé par Kj par 

D'aprés ce que nous avons dit, les deux fonctions V [il + ^^) ^^ ^^i^) 
sont cornplétement définies, ()n aura donc 

r{ii + ^H) — I\ii) -=JfF\Iudv —ffF\ludv —ffF'dudv. 

K' K K 

On voit, facileraent, que le second menibre peut s^écrire de la maniére 
suivante 

(24) r{ii + dU) — l\ii) = —f&U^m o^ds —Jfa^wdudv + (Oa + . . . 

Ä K 

Formons la méme différence pour la seconde intégrale /'. Nous aurons 
r{ii + dii) — r{ii) = —f&l&xnwds ^ffG'wdudv + (/),. 

K K 

Or, Tintégrale T doit toujours conserver la méme valeur pour toutes 
les variations en question. Par conséquent, on a 

(25) o = —f&'l ^mo)ds —Jf&wdudv + (/), + . . . 



Multiplions Téquation (25) par la valeur de X qui appartient a la surface 
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G qui passé par JST, et ajoutons le produit a Téquation (24). L'intégrale 
double disparait, et il reste 

(26) r{ii + dii) — r{ii) = —f&lainwds + (/), + . . . 

Supposons que la fonction & ne devienne jamais negative. Alors, il suit 
de lequation (26) que Tintégrale I^{ii) va toujours en décroissant, si ii 
va en croissant et, par conséquent, que P{ii) atteint sa plus petite valeur, 
quand le contour K atteint le contour primitif C. Mais, älors, Tinté- 
grale P{ii) devient 

p{ii) =^JfF'dudv, 

o 

oii Tintégration est étendue sur la surface primitive G qui passé par le 
contour C. De Tautre c6té on a 

r{d) =JfF'dudv 

et par conséquent 

(2 7) JfF' du dv < ffF' du dv . 

Ce raisonnement exige que la fonction 6 ne soit pas identiquement 
nulle sur la surface JT, mais, il est facile de sassurer que cela n'e8t pas 
possible, en suivant les mémes considérations que dans le cas des maxima 
et des minima absolus. 

On démontre aussi de la méme maniére qu'auparävant que Tinégalité 

(27) subsiste encore, si la surface /' est tout a fait irréguliére, pourvue 
que les intégrales 7^ et /' aient un sens defini. L'cxistence d'un minimum 
est donc établie. De la meme inaniére on démontre l'existence d*un 
maximum si la fonction & ne devient jamais positive. Ainsi, nous som- 
mes arrivés au resultat suivant: L'intégrale P devient un maximum ou 
nn minimum en méme temps que Tintégrale V a une valeur donnée, si 
les conditions (18) et (19) sont remplies et que la fonction & conserve 
le méme signe pour la surface donnée par Téquation 

G = 



\ 
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ä savoir, un minimum si la function & ne devient jamais negative et un 
maximum si la fonction & ne devient jamais positive. 

Il y a, pourtant, une circonstance a se rappeler. La demonstration 
précédente repose, évidemment, sur le fait que la fonction P{ii) est com- 
plétement déterminée, quand le contour K est fixé. Mais, cela n'est vrai 
que quand nous nous bornons ä considérer de telles surfaces G, ou non 
seulement les valeurs des coordonnées d'un point quelconque mais aussi 
de leurs dérivées du premier ordre diflférent tres peu des valeurs dans le 
point correspondant de la surface primitive. Par conséquent, nous n'avons 
établi la propriété maximale ou minimale de la surface que dans le cas 
ou non seulement les variations mais aussi leurs dérivées du premier ordre 
sont infiniment petites. 

Ju8qu'iciy nous n'avons pas imposé aux variations c 9 7 9 C de la 
surface cherchée d'autres restrictions que celle que la valeur de la seconde 
intégrale J' doit étre invariable. Mais, il est facile d'en imposer d'autres. 
Ainsiy on peut demander que la surface cherchée soit renfermée dans une 
certaine partie de Tespace, limitée par une surface fermée. Alors, il 
peut arriver que la surface cherchée rencontre la surface de la limite. 
Dans ses recherches sur le celebre probléme isopérimétrique dans le plan, 
Stbiner a énoncé les deux théorémes suivants. 

3)Si la courbe cherchée colncide dans une partie finie avec la courbe 
de limite, les deux courbes se touchent dans les deux points de rencontre.» 

i>Si la courbe cherchée rencontre la courbe de limite dans un seule 
point, et que Ton néglige les variations ou la courbe ne rencontre pas la 
limite, les tangentes des deux branches förment dans le point de rencontre 
des angles égaux avec la tangente de la courbe de limite.» 

Steiner a trouvé ces deux théorémes par une méthode synthétique, 
et il prétend méme que le Calcul des Variations ne posséde pas les moyens 
pour les démontrer. M. Weierstrass a réfuté cela, en démontrant deux 
théorémes généraux, dans la théorie des maxima et des minima des inté- 
grales simples, dont ceux de Steiner sont des cas spéciaux. 

Nous allons démontrer pour les intégrales doubles deux théorémes 
analogues aux théorémes de Steiner. 

Soit P Tintégrale double dont nous cherchons le maximum ou le 
minimum sous les conditions que Tintégrale 2' conserve sa valeur et que 
la surface cherchée reste toujours dans Tintérieure d'une certaine partie 
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de Tespace, limitée par la surface fennée A. Supposons que nous ayons 
trouvé une surface qui satisfait a Téquation 

G = o 

et que cette surface G coupe la surface A suivant un cerfain contour K 

qui peut étre fermé ou non. 

PrenoTis sur la surface A deux contours K^ et K^ tres voisins de K 

et qui ne le coupent pas, ensuite sur la surface G un contour L. Faisons 

passer par L et K^ et par L et K^ deux 
surfaces arbitraires tres voisines de G. 

Sur la surface G entré L et K il peut 
y avoir des lignes de discontinuité, mais alors, 
il faut que suivant celles-ci les conditions 
(8) soient remplies. 

Calculons maintenant la variation de 
rintégrale i®, si nous intégrons sur la sur- 
face B^ et la partie de A qui est située 

dans rintérieure de K^, au lieu d'intégrer sur la surface G et la partie 

de A correspondante. 




(28) 



D'aprés les formules (21), (22) et (23) on aura 

AT = f&lg\na)ds + (/), + ...; 



de meme si nous rempla9ons B^ par B^ 



(29) 



AP = f&l^ sin (o.ds + (/J, + . . . 



Supposons, pour fixer les idées, qu'il sagisse d*un minimum. Alors, nous 
avons trouvé comme condition nécessaire que la fonction & ne devienne 
jamais negative. On a ensuite dans (28) 



/ > o, 



sm ö> > o. 



mais alors, on voit qu'en posant dans (29) 



/. >o 
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on a nécessairement 

eincu, < o. 

Par congéquent, pour que la variation totale AI" ne change paa son signe, 
il faut que nous ayons 

& = o 

le long du contuur K. Mals nous avoiis vu que si la condition III (23) 
est remplie 

la fonction 6 ne 8'annulle que pour le cas oii les deux eurfacea ö et yl 
aont tangentes le long du contour K. 

Voilä, justement, la généralisation du premier théoréme de Steisek 
au cas des intégrales doubles. 

Passens maintenant au second théoréme. Supposons que nous ayons 
trouvé comme solution de notre probléme que la surfacc G, qui satisfait 
ä TéquatioD 

G = o, 

söit composée de deux parties différentes G^ et (?, qui se coupent le 
long d'une certaine courbe K sur la surface A. Prenons deux points 
quelconques B et C de la courbe K et trä- 
jons sur A entré B et C une nouvelle courbe 
K'. Ensuite, sur les surfaces ö, et G^ deux 
courbes L^ et L^ . Faisons passer par i, 
et K' une surface arbitraire T*, , tres voisine 
de G, et telle que Vintégrale /' ne change 
pas sa valeur, si Ton intégre sur la surface 
J", au lieu de sur la surface G^ . Enfin, 
par X, et K une autre surface arbitraire 
/\, qui a des propriétés analogues ä celles 
de la surface I\ . 

Appelons 1° et ij les valeurs de Tintégrale i" étendue sur les sur- 
faces Gj et G^ respectivement, et de méme 7f et 7J les valcurs correspon- 
dantes sur les surfaces F, et Fj. Indiquons aussi par les indices i et 2, 
si les valeurs des coordonnées x , 1/ , z ou de leurs dérivées se rapportcnt 
ä ia surface G, ou k la surface öj. 
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D'aprés la formule I (5) nous aurons 



it- I 



0= fu^^z + yj^z^^^zyj^ 

J \L dx[ dy[ dz[j ds 



r^ aF , dF , ^dF -]du 
— K-T, + 37-77 + C-77 — 

L dXi dy I dZi J ds 



ds + {... .), 



car Tintégrale double disparalt, parce que Tintégration est étendue sur la 



surface G^. De méme 



P = 



Ar^ai'" , dF , ^dFndv 

J L dXi aVs dZiJdS 



r aF , ^^ , ^dF-idu 
L a-cj' avg' aei' J ds 



rf5 + (. . . .)j . 



Il faut prendre le signe — pour que Tintégrale simple soit prise dans le 
méme sens. Ainsi, en posant 



on aura 



<^°) ^'' -.iW-å) + Hi^--' + ^'---i I" 



dF dF\ 

dl/J 



/dF dF\-^dv 

\dz[ dZ^/jds 



-[k:-j 



dF \ , /dF 
dx^ I \dyi 



^F \ /dF dF \-idu 

dy^/ \dzY a«s / J ds 



rfs + (c, 3y, C,...)a 



Pour transformer cette intégrale simple nous introduisons un nouveau 
systéme de coordonnées dans un point quelconque O de la courbe K. 
Comme laxe des (<?J nous choisissons la tangente de la courbe Kj en- 
suite, comme Taxe des [å^) la normale de la courbe K qui est située 
dans le plan tangent de la surface G^ et, enfin, comme Vaxe des {d^) la 
normale de la courbe K, qui est située dans le plan tangent de la 
surface G^. 

Les cosinus directeurs que font ces axes de coordonnées avec les 
axes des X , Y et Z son t, respectivement, 
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Pour Taxe des (^,) 



// 



COSOCi , 



cos/y/, 



COS/'!' 



Pour Taxe des (å^) 



cos aj' , 



cosjSi', 



cos /'a' 



Pour Taxe des {å^) 



cosa , 



cosyy, 



cos/* 



Au point O de la courbe K correspond un point O' de la courbe Jt', 
dont les coordonnées sont 

Soit <Jj , <?3 , (?3 les coordonnées de (7 dans le nouveau systéme, nous aurons 



$ 



c/jcosaj' 4" ^jCOSoi' + eJjCosa', 
(?j cos^I' + <?3 COS/9J' 4- ^3 cosy?, 
(?j cos^-J' + o, cos /'i' + <?3 cos/''. 



7 = 

C= <?i cos;-J' + o, cos /'i' + <?3 cos/''. 

En introduisant ces valeurs de f , iy , C dans la formule (30), la quantité 
sous le signe somme devient 

å !rcosa"(— — --"i + co8Ä'Y— — — ^ -I- cos "('— — — \1- 

*|L \dx[ dx[/ \dy'i dy'J \dz[ dz'J Jd8 



+ 



— fcos a" /^— — — ^ , cosi?"/^— — — ^ 4- cos " (— —W 

I. \dXi dx[/ ^3yr 5yi / \dZi 3«i / J 

S jfeos "(^— — —\ 4- cosiS"/^— — — ^ + cos ''(——l-W— 

|L V3«I 3^?^/ \3yl 3//*/ \3«I dz'Jjd8 

-rcos<(?^-?£,) + co,Ä'(?^-?^,) + -r;'(^-^)] 

1. \dXi dXi / \3«/i 9//2 / \3«i 3«2 / J 



du 

d8 



dF\l du 

ds 



+ 



dF\ 

dxj 



.) + eos iS' (^— — — "l + cos '(?^'_— Vl^ 



L \dx[' dX^) \3yi' 3yj/ \3«i' dZ^I\d8 
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Le coefificient de d.^ s'annulle d'aprés les formules III (8) et I (4). Ensuite 
on a pour le coefificient de d^ d^aprés la formule III (16) rexpression 

— Ö3 = — S(rr , y , ^ , 0-2 , ^2 , ^i , <, yiS '2'i', ^[,y\,z\, x\' , y[\ z\'). 

Enfin, pour le coefificient de d^ on a 

S, = &{x ,y , z,x[,y\, 2\ , x\\ y\\ z[' , .r; , yj , ^ , x'^ , y'^\ z'^'). 

Par conséquent, on aura 

Mais, 1'intégration est étendue sur une partie arbitraire de la courbe K. 
Donc, pour que la variation totale AZ® conserve toujours un signe in- 
variable, il faut que la fonction sous le signe somme 

conserve toujours un signe invariable. Mais, cette quantité représente ä 
un facteur prés, qui nest pas nul, la distance du point O* au plan 

Il faut donc que le point O' soit toujours situé du inérae coté de 
ce plan. Le point O' appartient a la surface A et, par conséquent, le plan 

doit étre le plan tangent de la surface A au point O. 

Ensuite soient a^ et a^ les angles que font les axes (<?,) et [(\) avec 

le plan 

Sjo\ —&^d^ = o, 

ces angles étant comptés dans des directions opposées, on aura 



et, par conséquent, 



Oj sin n^ 
0^ sin a. 



sin a, 5j 
sin aj ö>^ ' 
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Mais les axes (7^ et rj.^ sont situés dans les plans tangents des surfaces G^ 
et (tj et sont, dailleurs, des normales de la courbe K. On peut donc 
énoncer le théoréme suivant: 

»Si les deux surfaces G^ et G^ se coupent le long d'une courbe K 
tracée sur la surface Ay il faut, pour qu'un maximum ou un minimum 
soit possible, que les sinus des angles, que font les plans tangents des 
surfaces G^ et G^ avec le plan tangent de la surface A au méme point, 
soient proportionels aux fonctions &^ et S, , ces angles étant comptés dans 
des directions opposées.j) 

On reconnait facilement que ces deux théorémes correspondent aux 
deux théorémes donnés par M. Weierstrass dans la théorie des maxima 
et minima des intégrales simples, dont ceux de Steineu sont des cas 
spéciaux. 
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ENTWICKLUNGEN 

ZUR TRANSFORMATION FONFTER UND SIEBENTER ORDNUNG 

EINIGER SPECIELLER AUTOMORPHER FUNCTIONEN 

VON 

ROBEET FRICKE 

ia GÖTTINGEN. 

In den nachfolgenden Zeilen erlaube ich mir den Lesern der Acta 
mathematica einen Beitr«g zur Theorie jener eindeutigen Functionen einer 
complexen VerJlnderlichen vorzulegen, welche von einem Teile der dabei 
interessierten Mathematiker als »automorphe Functionen» bezeichnet werden. 
Es sei gestattet, hier am Eingang der Ktirze halber niir auf die grossen 
Abhandlungen Bezug zu nehmen, welche Poincaké in den ersten Banden 
der vorliegenden Zeitschrift ftber die gedachten Functionen veröffentlichte; 
es lassen sich nJlmlich eben von diesen Abhandlungen aus die fOr das 
Folgende massgeblichen Gesichtspunkte von vornherein am deutlichsten 
angeben. 

Es scheint, dass der von Poincaré gewählte Eingang in die Theorie 
wenigstens der »eindeutigen» automorphen Functionen der unnnttelbarste 
ist; ich meine jene Methode, die Untersuchung automorpher Functionen 
auf das vorangegangene Studium der zugehörigen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen der Veränderlichen zu basieren, diese Gruppe selbst aber eben 
durch »Angabe ihrer Substitutionen» als definiert anzusehen. Bei jenem 
ersten Forschungsgange hatte nun Poincaké nur est ganz nebenher das 
Problem bertihrt, wie man Gruppen unserer Art etwa durch erschöpfende 
Angabe der Bildungsgesetze ihrer Substitntionscoeflficienten thatsft^hlich her- 

Aeta mathematica. 17. Imprlraé le 3 noTembre If^itS. 44 
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zustellen vermöchte; vielmehr galt es in erster Linle, die Summe der all- 
gemein möglichen Folgerungen aus der Angabe einer fraglichen Gruppe 
zu ziehen, unangesehen alle jene Ergebnisse, die aus dem besondereii 
Bildungsgesetz der einzelnen Gruppe eutspringen mogen. 

In Anbetracht dieser letzteren Verhältnisse muss das Beispiel der 
Modulfunctionen vorbildlich sein. Weil nämlich dort die Gruppe von 
dem bekannten einfachen Bildungsgesetze vorlag, war es möglich fttr die 
zugehörigen Functionen jene weitverzweigte Theorie durchzubilden, welche 
den besonderen Namen der Theorie der elliptischen Modulfunctionen trägt. 
Hiertiberhinaus ist es das Bestreben des Verfassers gewesen, auch för 
andere Gruppen von einem fest geftigten arithmetischen Bildungsgesetze 
auszugehen, und es sind in dieser Hinsicht eine Reihe von Ansätzen in 
den neueren Banden der Mathematischen Annalen (von Band 38 an) 
sowie in den Göttinger Nachrichten vom vorigen Jahre veröffentlicht. 

In dem vorliegenden Aufsatze wollte ich die bezeichneten Ansfttze in 
das functionentheoretische Gebiet hinein verfolgen, um solchetweise ihre 
Tragweite nach dieser Richtung hin darzuthun. Dabei schränke ich mich 
von vornherein auf denkbar einfache Verhä-ltnisse ein, um einerseits die 
darzulegenden Gesichtspunkte an möglichst elementaren Vorst c\\ ungen zu 
entwickeln, und um andererseits unmittelbaren Anschluss an gewisse be- 
kannte functionentheoretisch-geomotrische Entwicklungen zu gewinnen. In 
der That werden wir späterhin Gelegenheit finden, die Resultate alterer 
Arbeiten von Klein und Gordan fttr unsere Zwecke zu benutzen, Arbeiten, 
die einmal die Ikosaedertheorie sodann die bei der Transformation 7^^' 
Ordnung der elliptischen Functionen auftretende Gruppe 168"®' Ordnung 
betreffen. Die näheren Literaturangaben sollen ttberall im Laufe des 
nnchfolgenden Textes nachgetragen werden. 
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Entwicklungen tiber die Dreiecksfunctionen von den 

Verzweigungen (2 , 4 , 5) , (2 , 5 , 6). 

% 1. Das artthmettsche Bildung sy esetz der xutn Kreishogendreleck 

(2,4,5) gehffrenden Gruppe. 

In der Ebene der coinplexen Veränderlichen yj sei ein von Kreis- 
bogen begrenztes Dreieck gezeichnet, welches die Winkel '-,-,-' dar- 

bietet; die Ecken des Dreiecks nennen wir in sofort verständlicher Zu- 

ordnung V^^ Pi^ P^y ^"^ ^^^ entsprechend mogen die 

Seiten [p^ , p^) , (p^ , p^) , (p^ , pj heissen. Das Dreieck Fig. i. 

habe die in Fig. i gezeichnete Lage; es soll also der 

Punkt p^ mit jy = i coincidieren, wahrend die Seite 

{Pa > P2) ^^^ ^^^ imaginäre Axe oberhalb yj = i zn 

liegen kommt. Das in Rede steheade Kreisbogen- 

dreieck soll kurz als Dreieck (2,4,5) bezeichnet 

werden; es ist rn der Figur zugleich so angenommen, 

dass seine drei begrenzenden Kreise bei Verlangerung 

die reelle jy Axe unter rechten Winkeln schneiden. 

Auf das beschriebene Dreieck (2,4,5) wenden wir jetzt das von 
ScHWARZ ausgebildete Symmetrieprincip * an und gewinnen eine be- 
kannte Dreieckseinteilung der oberhalb der reellen Axe gelegenen »po- 
sitiven yy-Halbebene». Die Dreiecke sind abwechselnd durch indirecte 
und directe Kreisverwandtschaft ^ mit einander aequivalent, und die li- 




^ WegCD des Näheren tiber diesen GegenstaDd darf ich auf die von Klein und mir 
verfatjsten Vorlesungen iiher elliptischen Modulfunctionen, I, pag. 85 flf. ycrweisen ; ich 
citiero dicscs Werk in der Folge kurz als M. I öder M. II je nach dem gerade gemeinten 
Basde. 

* M. I, pag. 88. 
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neareri ^y-Substitutionen, welche diese Kreisverwandtschafteii analytisch 
darstellen, bilden die Gruppe, die hier näher untersucht werdén solL 

WoUen wir zuvörderst nur mit directen Kreisverwandtschaftcn zu 
thun haben, so mtissen wir etwa dem Dreieck der Fig. i sein durch 
Symmetrie längs der imaginären Axe entworfenes Spiegelbild anfttgen; 
es entspringt solchergestalt ein »Doppeldreieck», welches wir A^ nennen. 
Indem wir je zwei im gleichen Sinne neben einander liegende Dreiecke 
der Halbebenenteilung zu Doppeldreiecken zusammenftigen, mogen ^vir 
die letzteren in irgend einer Folge A<j , Aj , A^ , . . . nennen. Die Ii- 
nearen ly-Substitutionen, welche A^ in die iibrigen Doppeldreiecke trans- 
formieren, bilden die in Rede stehende Gruppe, welche 2^(2 , 4, 5) heisse; 

ihre Substitutionen, welche durchgehends die Gestalt in* = '^ — -. mit 

P! + o 

reellen a , /i j j- , d einer positiven Determinante ad — /ij' haben, sollen 
symbolisch durch F^ = i , F^ , F, , . . . bezeichnet werden, und zwar 
transformiere F^ das Dreieck A^ in A^. 

Als Fundamentalpolygon der Gruppe in Klein's Sinne * känn das 

Doppeldreieck A^ angenommen werden. Die 
Randcurven sind dabei so zusammengeordnet 
wie Fig. 2 angiebt; die Gruppe r{2 ,4,5) 
lässt sich demgemass aus zwei Substitutionen 
erzeugen,. und es seien dies, wie schon in 
Fig. 2 angedeutet, die Substitutionen F^ und 
Fj. Beide sind elliptisch, und sie haben die 
Perioden 4 bez. 2 ; ^ die ausgerechneten Ge- 
stalten dieser erzeugenden Substitutionen der 
Gruppe sind aber: 



Fig. 2. 




(O 



(V) w =-l±-!- 



iK) v' = 



I + 



^W 



-I + v/5 



/ t+V5 i/ -i+\/5 



* M. I, pag. 183; nach Poincaré'» Benonnung »polygone générateur», ef. Acta 
mathcmatica, Bd. I, pag. 1 6. 

• M. I, pag. 165. 
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Um diese Angaben zu belegen, bemerke man erstlich, dass die Substitu- 
tionscoefficienten hier tiberall reell sind, und dass Fj, wie es sein inuss, 
ly =^ i zum Fixpunkt ^ hat, V^ aber einen auf der imaginaren Axe ober- 
halb 3y == i gelegenen Punkt. Durch diese Lagenbeziehungen, sowie 
andrerseits durch die Forderungen, dass die Substitutionen F, , Fg und 
V^V^ die Perioden 4, 2 und 5 haben ratissen, sind, wie man leicht ins 
einzelne nachweist, F^ und F^ gerade in der unter (i) angegebenen 
Gestalt eindeutig bestimmt. 

Aus der Gestalt der erzeugenden Substitutionen suchen wir nun auf 
das Bildungsgesetz der ganzen Gruppe zu schliessen. Hier lehrt nun 
erstlich F,, dass sich die Substitutionscoefilcienten aus ganzen dgebraischen 
ZMen desjenigen reellen quadratmhen ZaUkörpers '^ aufbauen werden, dessen 

Basis I , —\ ist; dabei ist jedoch noch die Quadratururzel aus der 

speciellen ganzen Zahl P = ^ dieses Körpers adjungiert zu denken. 

Die Substitutionscoefficienten werden somit die Gestalt darbieten: 

(2) a = ^ + 5^P, p=C +DyjF , ..., 

wenn hierbei A ^ B j C , D ganze Zahlen des genannten Körpers sind. 

Aus der Gestalt von F^ und F^ wollen wir noch ein zweites Gesetz 
för die Coetficienten a , /i , ^ ^ d der zu betrachtenden Substitutionen ab- 
leiten. Nennen wir för den Augenblick die beiden reellen Zahlen 
{Ä + Byfp) conjugiert, so soUen a und d, sowie p und — y jeweils con- 
jugiert sein. Von diesem, bei F^ und F^ thatsächlich vorliegenden 
Bildungsgesetze zeigt man nun durch einfachc Ausrechnung, dass es bei 
Combination von Substitutionen unzerstörbar ist: Alle Substitutionen von 
r{2 ,4,5) werden somit den Typus: 

^ {-C+ D yJP)7j + iA-B sjP) 
aufweisen milssen^ 



* M. I, pag. 164; »point double» bei Poincaré. 

' Wegen der zu beDutzonden arithmetischen BegriffsbestimmungeD vergleiche man die 
»Allgcmeiné Zahlentheorie» Dedekind^s im Supplement XI von Dirichlet^b Vorlesungen 
uber ZahkntJieorie, (3*® Auflage). 

' Die allgemeine Tragweite des in der Substitutionsform (3) liegenden Ansatzes 
findet man in den Mathem. Annalcn, Bd. 42, pag. 564 discutiert. 
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Aber es gehöreii noch keineswegs allo Substitutionen (3), die wir zu 
bilden verniögen, der Gruppe Jr(2 ,4,5) an; vielmehr treten neue Ein- 
schrJlnkungen ein, und diese letzteren haben wir ini Anschluss an den 
Modul öder die Detenninante der Substitution: 

(4) ad — pr= Ä' — PB' + C — PD' 

zu beschreiben. Die in der Folge zu brauchenden Zahhverte der Ver- 
bindung (4) sollen auf i , 2 und 4 eingeschränkt bleiben, und wir sprechen 
demgeuiäss von unimodularen bez. duomodularen und quadriniodularen Sub- 
stitutionen (3). Der arithinetische Char^kter der anfänglich vorgelegten 
Gruppe ist dann in einfachster Weise dahin zu forinulieren, dass sie aus 
allén duo- und quadrimodularen Substitutionen (3) besteht. Wir wollen die 
so gemeinte Gruppe als die arithmetisch definierte r{2 ,4,5) bezeichnen 
und ihre IdentitÄt mit der aus V^ , V^ zu erzeugenden Gruppe von drei- 
eckigem Fundanientalbereich nun im einzelnen nachweisen. 



% 2. IdentUät der arithmetisch deftnierten r(2 . 4 ^ $) mit der Grujwe 

des Kreisbogendreiecks (2,4,5). 

Das Systern aller unimodularen Substitutionen (3) § i, welche aus 
ganzen Zahlen A y B ^ C , D des öfter genannten Körpers unter der Voraus- 

setzung P = — gebildet werden können, möge kurz durch 1\ 

bezeichnet werden, und wir brauchen weiter in sofort verstandlichem 
Sinne die Bezeichnungen J^ und 2'^. Das System 1^ der quadrimodularen 
Substitutionen wird 2\ in sich enthalten, nur dass jede unimodulare Sub- 
stitution mit 2 erweitert erscheint. Dass das System 2^ eine Gruppe 
vorstellt, ist unmittelbar evident; denn hier multiplicieren sich bei Com- 
bination zweier Substitutionen deren Determinanten. Ahet auch das System 
I^ stéllt eine Gruppe dar, wo wir dann nach jedesmaliger Combination 
zweier Substitutionen den gemeinsamen Factor 2 aus allén vier Coeffi- 
cienten mössen fortheben können, um solchergestalt zu einer quadrimodu- 
laren Substitution zurttckzugelangen. Zum Beleg dieser Behauptung muss 
eine kurze arithmetische Betrachtung vorausgesandt werden. 
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Die Bedingung der quadrimodularen Substitutionen : 

A^—PB' + C^ — PD^ = 4 

liefert för die ganzen Zahlen A ^ B j C ^ D der einzelnen Substitution die 
nachfolgende Congruenz: 

(i) A' + C' = P{B' + D% (mod. 4). 

Es giebt nun im quadratischen Zahlkörper modulo 2 vier incongruente 
Zahlen, und also sind unter den 16 modulo 4 incongruenten Zahlen niir 
vier mod. 4 mit Quadraten congruent. Man wird aie als quadratische 
Reste von 4 bezeichnen und findet unter Gebrauch der Abktirzung: 

a + &ii^ = (a,6) 

för dieselben (o , o) , (i , i) , (i , o) , (2 , 3). Von hieraus berechnet man 
sofort weiter, dass unter den 1 6 Resten mod. 4 nur die zehn 

(2) (0,0),(0,2),(2,0),(2,25,(l,0),(l,l),(2,l),(2,3),(3,0),(3,3) 

mod. 4 mit der Summe zweier Quadrate congruent sind. Multipliciert 
man diese zehn Zahlen mit P={ — i , i) einzeln, so kommen einmal die 
vier ersten Zahlen (2) wieder zum Vorschein, ausserdem aber gerade die 
sechs in der Reihe (2) noch fehlenden Reste modulo 4. Zufolge (i) wird 
man sonach B^ + D^ nur mit einer der vier Zahlen (o , o) , (o , 2) , (2 , o), 
(2 , 2) mod. 4 identificieren können, worauf dann P{B^ + D^ d. h. A^ + C^ 
wieder mit eifier von diesen vier Zahlen congruent wird. Die vier ersten 
Zahlen (2) entstanden aber durch Verdoppelung eines quadratischen Restes 
von 4, und also ergiebt sich: Bet den quadrimodularen Substitutionen be- 
steken immer die Gongruenzen: 

(3) A = C, B = D, (mod. 2), 

und es giebt insgesamt nur vier modulo 2 incongruente quadrimodulare Sub- 
stitutionen (3) § I. 

Mogen nun die beiden quadrimodularen V und F' durch Combina- 
tion F" = VV liefern, so wird man, um F" auf die Determinante 4 
zurttckzubringen, die vier Cooftlcienten durch 2 teilen. Ordnen wir alsdann 
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F" wieder in der Gestalt (3) § i an, so haben wir fttr die zu F" ge- 
hörendon A''j B"j C", Z>", die entweder ganze Zahlen öder Hälften solcher 
sind, die Gleichungen: 



(4) 



\ 2A" = A A + PBB' — ca + PI)JD\ 
2B" = AB' + B A' + CD' — DC, 
2C' = AC + PBD' + CA' — PDB', 
2D" == AB' + BC — CB' + DA'. 



Nun aber sind för F iind V die Congruenzen (3) in Gtiltigkeit, und 
also folgt aus (4) ohne weiteres, dass A"j B'\ C"^ D" ganze Zahlen des 
quadratischen Körpers sind. V" gehört somit wieder dem Systeme 2'^ 
an, und dieses biidet also in der That eine Gruppe. 

Die aus den quadrimodularen Substitutionen bestehende Gruppe wird 
durch die in § i mit F, bezeichnete Substitution in sich selbst trans- 
formiert,* indem man ohne Mtthe die Gleichung: 

V-^VV = i ^-D^P.C+B^P 
' ' \_C+Sv/P, A + DyjF 

verificiert, wo ttbrigens nur die vier Coefficiehten der Substitution an- 
gegeben sind. Ftigen wir sonach der Gruppe der quadrimodularen F 
noch alle diejenigen Substitutionen hinzu, welche durch Combination ihrer 
F mit F, in der Gestalt V = VV^ entspringen, so gelangen wir zu einer 
umfassenderen Gruppe, in welcher die aus dem Sj^stem I^ bestehende Gruppe 
eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 ist.* Nun genttgt aber die 
duomodulare Substitution Fj ihrerseits auch der Bedingung (3). In den 
vier Coefficienten von V = VV^ tritt somit zufolge (4) der gemeinsame 
Factor 2 auf, nach dessen Forthebung wir in V wieder eine ganzzahlige 
dtiomodulare Substitution gewinnen. Auf der anderen Seite lässt sich jedes 
duomodulare V in der eben benutzten Gestalt VV^ darstellen; denn V'V^ 
ist quadrimodular und auch FJ findet sich in I^. Die eben aufgesteUte 



' M. I, pag. 261. 
• M. I, pag. 308 ff. 
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Gruppe, die S^ umfassf, hesteht also aus I^ und S^ und liefert somit nach 
der Verabredung von ^ i die y>arithmetisch definiertey> Chuppe: 

ri2,^,s) = i\ + i,. 

Es ist nun weiter leicht beweisbar, dass die Gruppe der dtco- und 
giiadriniodularen Substitut ionen (3) § i égentlich discontinuierlich ist.^ Man 
muss zu diesem Ende von der zu Grunde liegenden Gleichung: 

(5) A^ — PB' + C — PD'=2 öder 4 
zu derjenigen »conjugiertenD Gleichung tibergehen: 

(6) A'^ — FB'' + C — FD'' = 2 öder 4, 

die einfach durch Zeichenwechsel von y/J aus (5) hervorgeht. Hier ist 

nun der Umstand besonders folgenreich, dass F = — negativ und 

dem absoluten Werte nach grösser als i ist. Die Folge ist, dass bei den 
Substitutionen unserer Gruppe nur solche Zahlen ^, B, C, D zur Geltung 
kommen, deren conjugierte Zahlen absolut < 2 sind. Nach einem bekannten 
Satze der Zahlentheorie ^ giebt es aber nur eine endliche Anzahl ganzer 
Zahlen eines Körpers n^" Grades, die selbst samt ihren conjugierten Zahlen, 
absolut genommen, eine festgesetzte endliche Grenze nicht öberschreiten. 
Es känn somit nur eine endliche Anzahl von Substitutionen in der Gruppe 
geben, deren vier Coeflficienten dem absoluten Betrage nach eine beliebig 
zu wahlende endliche Constante nicht öbersteigen. Solches aber wäre un- 
möglich, wenn infinitesimale Substitutionen in der Gruppe vorkämen, und 
also ist nach der eben citierten Abhandlung PoiNCAi^é*s die eiorentliche 
Discontinuität der Gruppe evident. 

Um das Fundamentalpolygon der Gruppe zu gewinnen, benutze ich 
eine Operationsweise, die bei ähnlichcn Gelegenheiten immer eine be- 
deutende Erleichterung der Oberlegung bewirkt. Die fragliche Massnahme 
besteht darin, dass die Gruppe durch Zusatz sogenannter Substitutionen 
zweiter Art, die indirecte Kreisverwandtschaften bedeutcii, erweitert wird.' 

* Siehe Poincaré, Acta mathematica, Bd. 3^ pag. 57 ^* 
' Siehe Dirichlet-Dedekind, a. a. O., pag. 556. 

* Siehe Schwarz in Bd. 70 des CRELLE^schen Journals, pag. 105, öder M. I, 
pag. 82 ff. 

Jeta matftematica. 17. Imprim^ le 28 octobre 1893. 45 
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Hierher gehören vor allem die Transformationen durch reciproke Radien 
an Kreisen der oy-Ebene, Operationen, die kurz als Spiegelungen bezeichnet 
werden. Bedeutet tj der zu tj conjugiert complexe Wert, so liefert der 
tlbergang von tj zu rj' = — t] die Spiegelung an der imaginären Axe. 
Indem wir diese besondere Spiegelung den bisherigen Substitutionen j)ersterD 
Art hinzuftlgen, gelangen wir zu einer erweiterten Gruppe, wobei die duo- 
und quadrhnodtdaren Substitutionen zweiter Art: 

als neu hinzukommen; es mogen diese Substitutionen kurz F genannt werden. 
Von besonderer Wichtigkeit sind unter den Substitutionen (7) die- 
jenigen, welche Spiegelungen darstellen; die Bedingung, damit dies vorliegt, 
ist B = 0/ und der zugehörige Spiegelkreis ist, wenn wir rj "= x '\- iy 
setzen, gegeben durch: 

(8) [C — B yjp){x' + y') + 2Ax — {C+ I) v/P) = o. 

Diese Gleichungen aber sind anzusetzen, einmal för alle innerhalb des 
quadratischen Körpers ganzzahligen Auflösungen der ternaren Gleichung: 

(9) 4 = ^' + C'+i^D', 

— und wir erhalten hier eine erste Classe von Spiegelkreisen — sodann 
aber för alle ganzzahligen Auflösungen von: 

(10) 2 = A' + C' + i-=l^/)^ 

woniit wir die zweite Classe der Spiegelkreise erhalten. 

Die Spiegelkreise (8) sind, wie man sieht, sämtlich orthogonal gegen 
die reelle Axe gerichtet, und nun gilt cs einzusehen, dass diese Kreise in 
ihrer Gesamtheit gerade jene DreiecksteUung^[2 ^ 4, 5) der yj-Halbehene be- 
wirken, welche wir am Anfang vom Kreisbogendreieck (2,4, 5) aus durch 
immer tviederholte Spiegelung herstellen. Von hieraus ist es dann leicht, 
die Identität der arithmetisch definierten Gruppe mit der Gruppe des 
Kreisbogendreiecks (2,4, 5) zu erkennen. 

* Siehe ctwa M. I, pag. 1 96 IF. 
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Zu diesem Ende muas man zuvörderst feststellen, welche Perioden 
bei den elliptischen Substitutionén unserer Gruppe vorkommen mogen 
För eine elliptische Substitution der Periode v ist 

(ii) -4 = 2 C08- oder =J2C08-, 

je nachdem eine quadrimodulare oder duomodulare Substitution vorliegt. 

Soll aber 2 cos - oder y J cos - eine ganze Zahl des för uns zu Grunde 

liegenden quadratischen Zahlkörpers sein, so ist nach elernentaren Regeln 
u auf die Werte 2,3,4,5 eingeschränkt; es kommen also j eden falls keine 
anderen als die Perioden: 

(12) v=2,3,4,5 

bei den elliptischen Substitutionén der Gruppe vor. Die Perioden 2,4,5 
kommen auch sicher vor; denn sie sind in der Gruppe des Kreisbogen- 
dreiecks (2,4,5) enthalten, die doch jedenfalls zufolge (i) § i sich in der 
arithmetisch definierten Gruppe vorfindet. 

Man bemerke nun weiter, dass der Kreuzungspunkt zweier Symmetrie- 
kreise (8) immer den Fixpunkt för eine elliptische Substitution ergiebt, 
die durch Combination der beiden zugehörigen Spiegelungen entspringt. 

Es folgt, dass jene Symmetriekreise einander nur unter Winkeln - , - , - , - 

2345 

oder Vielfachen derselben schneiden können. Da wir nun mit einer eigent- 
lich discontinuierlichen Gruppe zu thun haben, so liefern die sämtlichen 
Kreise (8) eine Einteilung der positiven Halbebene in lauter aequivalente 

Kreisbogenpolygone mit Winkeln -,-,-,-. 

Im weiteren Verfolg der geometrischen Verhältnisse innerhalb der 
jy-Halbebene werden wir diejenige Maapsbestimmung gebrauchen mössen, 
welche Poincaré för die Untersuchung der Gruppen reeller Substitutionén 
eingeföhrt hat. ^ Insbesondere ziehen wir die Formel för den Inhalt eines 

^ Sichc Acta mathematica, Bd. I, pag. 6 £f. Die betre£fende projcctive Maass- 
bestimmuDg geht durcb einen in M. I, pag. 239, geschilderten Projectionsprocess in die- 
jenige MaassbestimmuDg Uber, welcbe Klein bei seinen bez. UntersuchuDgeo (in Bd. 4 der 
Mathem. Annalen) der >byperbolischen> Oeometrie zu Grunde legt. Man vergl. ttbri- 
gens auch Clebsch-Lindemann, Vorlos. ttber Oeometrie, Bd. 2, Abt. i. 
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im Sinne der Maassbestimniung geradlinigen Polygons ohne entspringende 
Winkel heran; ist / dieser Inhalt, n aber die Anzahl der Polygonseiten 
und (T die Summe der Winkel, so lautet der Ausdruck för I: 

(13) 1= Ak^[{n—2)7r—(T], 

wo k eine fttr die Maassbestiinmung charakteristische Constante ist. 

Wir greifen nun ein einzelnes der aequivalenten Polygone unserer 

Halbebenenteilung auf und nehmen an, es sei ein w-eck mit A Winkeln - , 

X Winkeln - , // Winkeln - und endlich v Winkeln - , so dass x+A4-/i+v» = « 

ist. Unter den Spiegelkreisen der Gruppe finden sich jedcnfalls alle 
Symuietriekreise der Dreiecksteilung (2,4, 5), und es möge das einzelne 
Dreieck (2,4,5) ^^^ m Polygone bezeichneter Art zusamniengesetzt er- 
scheinen. Alsdann gilt die Gleichung: 

4mk'[{n — 2). T — er] = ^. 

Setzt man hier för tr seinen Wert ein, so kommt nach leichter Um- 
gestaltung: 

m.[6o{n — 2) — (30A + 20X + 15/i + 121;)] = 3. 

Hier steht aber links das Product zweier rationalen ganzen Zahlen; es sind 
also nur zwei FäUe möglich einmal m = 3, sodann w = 1. 

Die Auswahl m = i liefert, falls wir noch för n seinen Wert als 
Summe der vier ganzen Zahlen x , A , /i , v» eintragen: 

2o{n — 2) — loA + 20^0 + 5/^ + 4»^] = ^ 



loA + 40.(0 + 15/^+ 161^ = 41, 



woraus man zugleich ersieht, dass x durch 3 teilbar sein muss. Es ist 
eine einfache zahlentheoretische tTberlegung, welche zu dem Schlusse 
föhrt, dass die einzige Auflösung der letzten Gleichung in ganzen, nicht- 

negativen Zahlen A , - , /i , v» die folgende ist: 

x=o, A=/£ = V»=I. 
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Hier hat man also w = 3, und zwar ein Dreieck der Winkel -,-,-, 

245 

und dies ist das Ausgangsdreieck der in § i besprochenen Halbebenen- 
teilung, ein Resultat, welches ja nur in anderer Gestalt eine Best&tigung 
der Gleichung ni = i liefert. 

Prufen wir nun den Fall m = 3, wo wir die diophantische Gleichung 



gcwinnen: 



40^ + 30X + 45/x + 481; = 121. 



Man stel It ohne Mtthe fest, dass diese Gleichung eine Auflösung in ganzen, 
niclit-negativen Zahlcn x , ?^ , /i , v iiberhaupt nicht besitzt. Daniit aber ist 
in der That evident, dass die Kreise (8) die Dreiecksteilung (2,4,5) ^^^ 
Halbebene bewirken. 

Der Abschluss unserer LFberlegung gestaltet sich endlich wie folgt: 
Sollte das einzelne Kreisbogendreieck in seinem Innern noch zwei beztlg- 
lich der erweiterten Gruppe aequivalente Punkte aufweisen, so wörde es 
eine Substitution geben, welche die gesamte Dreiecksteilung derart in sich 
ttberftthren wttrde, dass speciell das Ausgangsdreieck in sich selbst trans- 
formiert erscheint. Nach den einfachsten Sätzen tiber Kreisverwandtschaft ^ 
ist aber evident, dass ein Kreisbogendreieck mit drei verschicdenen Winkeln 
7iur durch die Identität tj' = rj in sich tlbergeföhrt wird. Es hat sich 
somit bewährt, dass die Gruppe des Kreisbogendreiecks (2,4,5) thatsdch' 
licli in der am ScMtisse von § i angegebenen Ärt arithmetisch zu definieren ist. 

Ubrigens entspringen aus den gewonnenen Resultaten eine Reihe von 
Ergebnissen betrelFs der Auflösung der quaternären Gleichungen (5) in 
ganzen algebraischen Zahlen Ä , B , C , D des oft genannten quadratischen 
Körpers, so wie auch betreffs der Einheiten desjenigen biquadratischen 
Körpers, der durch Adjunction von y/p entsteht. Auch bemerkc man 
etwa noch, dass die Kreisbogen (8) von der ursten Classe die Einteilung 
der Halbebene in lauter reguläre rechtwinklige Fönfecke liefern, während 
die Kreise der zweiten Classe die Symmetrielinien der Fiinfccke dar- 
stellen u. s. w. 



* ef. M. I, pag. 88 ff. 
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§ 3. Artthmetisclier Char akter der »utn Kreisbogendreieck (2,5,6) 

gehörenden Gruppe. 

Die grosse Ausföhrlichkeit, mit welcher soeben das Kreisbogendreieck 
(2,4,5) besprochen wurde, wird uns gestatten, in dem nun noch zu 
erledigenden Falle (2,5,6) um so kttrzer zu verfahren. Um wieder aus- 
schliesslich mit reellen CoefFicienten der Substitutionen zu thun zu haben, 
legen wir das Ausgangsdreieck mit den Ecken p^y p^f p^ so, dass die 
reelle oy-Axe den gemeinsamen Orthogonalkreis der drei Seiten biidet. 
Im öbrigen liege p^ bei ly = i, p^^ auf der ima ginaren Axe oberhalb 
rj = i, wahrend als Ausgangsdreieck der Gruppe r{2 ,5,6) dasjenige 
DDoppeldreieck» genomnien werden möge, welches durch den zwischen 
jy = i und p^ verlaufenden Teil der imaginären Axe symmetrisch ge- 
h&lftet wird. 

Die Gruppe Jr(2 ,5,6) lässt sich, wie man eben sah, aus zwei ellip- 
tischen Substitutionen V^ und V^ erzeugen, die tj = i bez. p^ zu Fix- 
punkten haben und die Perioden 2 bez. 6 aufweisen. V^ ist hiermit 
völlig bestimmt; bei F, ist noch die genaue Lage von p^ unbekannt, 
und dieserhalb bleibt im Ausdruck von F, noch eine Constante zu be- 
stimmen. Diese letztere ist in der Art zu wählen, dass Fj F, die Periode 
5 bekommt; es ergében sich so als Erzeugende der Gruppe i^(2 , 5 , 6): 



0,1 

(O v^ = [ . _h y.= 



1 ,0 






Indem wir nun F^ und F^ mit einander combinieren, mttssen wir 
die allgemeinen Gesetze klarlegen, nach denen die Coefificienten der Sub- 
stitutionen von r[2 ,5,6) gebildet sind. Es ist evident, dass hier wieder 
die ganzen Zahlen A , B , C , D des quadratischen Körpers von der Basis 

I , — — in Betracht kommen; ausserdem aber kommen noch zwei 
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Quadratwurzeln zur Geltung, namlich diejenigen aus den beiden ganzen 
Zahlen : 

des quadratischen Körpers. Der Erfolg lehrt nun, dass man hier auf 
zwei verschiedene Typen von Substitutionen kommt: einmal haben wir 
Substitutionen: 

^^^ * -Cy/Q+D^PQ,A — B^P 



— I > 



und hier ist evident, dass die Bauart dieser Substitutionen bei Combinationen 
unzerstörbar ist. Hat man aber eine Gruppe aus Substitutionen V zu- 
sammengesetzt, so lehrt eine leichte Rechnung, dass dieselbe mit der unter 
(i) mit Fj bezeichneten Substitution vertauschbar ist. Wir werden also 
nach bekannten Regeln zu einer erweiterten Gruppe gelangen, wenn wir 
neben jedes V noch die Substitution: 



,. y._( O^Q + D,JPQ,A + B,!P 

^ ' \ — A + B^P , C^Q — DylPQ 

reihen. 

Nun ist F, quadrimodular und Fj känn sofort zu einer ebensolchen 
Substitution ausgestaltet werden; beide subsumieren sich alsdann unter 
die allgemeine Gestalt (4), wenn w^ir die gegenwftrtig vorliegende Be- 
deutung von A ^ B ^ . . . , P , Q beröcksichtigen. Bei dieser Sachlage 
schreiben wir jetzt vor, dass die Substitutionen (3) , (4), welche wir ge- 
brauchen wollen, durchweg quadrimodular sein sollen. 

Der weiteren Untersuchung stellt sich nun die nachfolgende Schwierig- 
keit entgegen. Nehmen wir das Ausgangsdreieck (2,5,6) so an, dass 
Pg mit 7j = i coincidiert, wahrend p^ oberhalb oy = i auf der imaginären 
Axe liegt, so subsumieren sich die erzeugenden Substitutionen gleichfalls 
unter die quadrimodularen F'. Auch in der neuen Gestalt besteht die 
Gruppe aus quadrimodularen F, F', und also gilt es, noch neue Be- 
dingungen fftr Ay B j C y D aufzustellen, welche uns in den Stånd setzen, 
die Substitutionen von einander zu sondern, je nachdem sie bei der ersten 



(6) 
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öder zweiten Gruppengestalt auftreten. In diesem Betracht gilt nun der 
Satz: Die Gruppe r(2 , 5 , 6) in ihrer ursprunglichen Fixierung wird von 
allén quadrimodularen Substifutionen (3) und (4) gebildety wélche die Be- 
dingungen befriedigen: 

(5) A + '-±^B + D = o, B + (7 + iil^D = o, (mod. 2). 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir nur erfit die quadrimodularen 
V mit der Bedingung (5) und haben an die Stelle des Schemas (4) § 2 
das nachfolgende zu setzen: 

2 A" = AA' + PBB — QCC + PQI)I)\ 

2 B" = AB' + B A' + QCD' — QI)C\ 

2 C" = AC + PBD' + CA' — PDB% 

22)" = AR + BC — CB' + DA\ 

Sind die Bedingungen (5) fttr Aj B j ... und A', B'y ... erftillt, so mtlssen 
einmal -4", B", . . . wieder ganze Zahlen sein, sodann mttssen ftlr diese 
ganzen Zahlen die Bedingungen (5) selbst wieder gelten: 

Der erste Punkt erledigt sich so, dass man aus den Gleichungen (6) 
Congruenzen modulo 2 macht und dabei för A' und C die mod. 2 mit 
ihnen congruenten Zahlen PB' + -ö' und B' + PD' einträgt. So findet 
z. B. för A" die nachfolgende Rechnung statt: 

2A'' = A{PB' + R) + PBB + QC{B + PU) + PQBD\ 

2 A" = B'{PA + PB + C) + B\A + PC + PD); 

hier stehen aber rechter Hand in den Klammern durch 2 teilbare Zahlen, 
wenn man nur berttcksichtigen will, dass P^ -^^ P -{- 1=0 (mod. 2) ist; 
A" ist deshalb wirklich eine ganze Zahl des Körpers, und ein Gleiches 
beweist man in analoger Art fQr B'\ C" und B". 

Endlich ist noch die Unzerstörbarkeit der Bedingungen (5) gegcnttber 
Combination von Substitutionen zu beweisen, und zu diesém Ende bilden 
wir aus (6) modulo 4 die Congruenz: 

2{A" + PB" + D") = A{A' + PB + D') + B{PA' + PB + C) 
4. C[C — B — PB') + D{A' + PC — PB'), (mod. 4), 
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Hier stehen rechter Hand in den Klainmern allenthalben durch 2 teilbare 
Zahlen, und also können wir A und C auf Grund von (5) crsetzen; es 
folgt alsdann nach kurzer Zwischenrechnung: 

2 (^" + PB" + D") = 2B{PA' + PB + C) + 2l){A' + PC — PD'), 

und hier stehen wieder rechter Hand in den Klammern durch 2 teilbare 
Zahlen, so dass dle erste Congruenz (5) far A'\ B'\ ... thatsächlich erfQllt 
ist. Nicht änders beweist man das Bestehen der zweiten Congruenz (5).^ 
Dass die Gruppe der quadrimodularen V mit der Bedingung (5) 
eigentlich discontinuierlich ist, ergiebt sich gerade wie im vorigen Para- 
graphen durch Discussion der Gleichung: 

A' — PB' + QC — PQD' = 4, 

wobei zur Geltung kommt, dass die mit P conjugierte Zahl P = — 

negativ, die mit ö == 3 conjugierte Zahl Q = ^ dagegen positiv ist. Es 
wird demnach auch die Gruppe der quadrimodularen F, F' von der 
Bedingung (5) eigentlich discontinuierlich sein; denn sie enthalt die Gruppe 
der F als Untergruppe vom Index 2 in sich. 

Die eben zuletzt hergestellte Gruppe enthält jedenfalls die Gruppe 
des Kreisbogendreiecks (2,5,6) in sich; denn die Erzeugenden F^ , F^ 
erftlllen als Substitutionen F' die Bedingungen (5). Es gilt nun noch 
zu zeigen, dass beide Gruppen geradezu identisch sind. Zu diesem Ende 
benutzen wir wieder die Symmetriekreise der durch Spiegelungen er- 
weiterten Gruppe der F, F', und hier finden wir wieder zwei verschiedene 
Glassen von Kreisen (den Typen F und F' entsprechend). Durch die 
gesninten Spiegelkreise wird eine Einteilung der Halbebene in lauter 

aequivalente Kreisbogenpolygone mit Winkeln - , - > - ? ^ geleistet; denn 

man stellt leicht fest, dass unter den quadrimodularen F, F' an ellip- 
tischen Substitutionen nur solche der Perioden 2 , 3 ,5 und 6 auftreten 
können. Mogen wir mit einer n-eckteilung zu thun haben, wobei das 

einzelne Polygon x Winkel - , X Winkel - , /i Winkel - und u Winkel ^ 



^ Die eben zuletzt gegcbene Entwicklung gicbt einen specielleD Fall einer all- 
geroeiDen TJDtersuchung in den Mat hem. An nålen, Bd. 42^ pag. 5^^* 

Arta matliematiea. 17. Tmprlm^ le 30 octobre tS93. 4Q 
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aufweist; alsdann ergiebt sich aus der Berechnung des Polygoninhalts im 
Sinne der nicht-euklidischen Maassbestimmung die diophantische Gleichung: 

m{i5x + 2oA + 24/i + 25P — 60) = 4, 

wenn m Polygone ein einzelnes Dreieck von Typus (2,5,6) zusammen- 
setzen. Nimmt man hip m = 2 öder m = 4, so ist beide Malc eine 
Auflösung der diophantischen Gleichung in ganzen, nicht-negativen Zahlen 
;f , A , /i , v» nicht aufzufinden. Die einzige Möglichkeit ist somit m == i , 
womit wir zum Kreisbogendreieck (2,5,6) direct zurQckkommen. Von 
hieraus zeigt sich dann endlich wie im vorigen Paragraphen, dass itn 
Inncrn des genannten Dreiecks keine zwei beztiglich der Gruppe der F, V 
aequivalente Punkte mehr vorkommen können. Die arithmetische Defini- 
tion der in Rede stehenden Gruppe des Kreisbogendreiecks (2,5,6) ist 
also oben in richtiger Wcise gegeben. 



§ 4. Elnfährung ziveier Riemann^schen Flächen vonje 120 BläUe^nn* 

Nach sehr bekaimten Sfitzen der Riemann'schen Functioncntheorie 
existiert eine Function ^(ly), welche ein Kreisbogendreieck der gy-Ebene 
auf eine Halbebene z conform abbildet; ^ in unseren beiden Fallen (2,4,5) 
und (2,5,6) mogen zugehörige automorphe Functionen z{7]) dadurch 
eindeutig fixiert sein, dass wir in den Ecken i^j , P4 , Pg ^ resp. P^jP^jP^ 
die Werte z = o bez. i und 00 vorschreiben. In der Theorie dieser 
beiden Functionen z{7]) spielen alsdann die arithmetisch definierten Gruppen 
der beiden vorigen Paragraphen eben dieselbe Rolle, wie in der 'Theorie 
der Modulfunctionen die Gruppe der rational-ganzzahligen, unimodularen 
ly-Substitutionen. 

In wie weit dies frtr eine Transformationstheorie der Functionen z{7j) 
Bedeutung gewinnt, soll hier kurz ohne Beweis angegeben werden. Möge 



* Wie (lic allgemeinen Riomannschen Exisitenzthcoremc durch die Methoden von 
ScHWARZ und Neumann ihre endgUltigen Beweise gefunden haben, wolle man s. B. in 
M. I, pag. 508 fF. nachsohen; fUr die im Texte vorliegenden Verhälinisse vergl. man 
nuch nocli Ritter in den Mathem. Annalon, Bd. 41, pag. 12 ff. 
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r eine der beiden Gruppen sein und z{i^) die zugehörige Function, so 
wolien wir auf yj eine Substitution W austiben, die voUständig die Bauart 
der Substitutionen von F bewahrt mit der einen Ausnahme, dass W nicht 
quadrimodular öder duomodular sein soll, sondern als Determinante eine 
beliebige ganze Zahl des quadratischen Körpers darbieten mag. Stets ist 
aisdann die transformierte Functiofi z^tj) = z{W{7i)) an die ursprungliche 
durch eine algebraische Relation f{z , z) = o gebundeti, die wir als Träns- 
formationsgleichung zu bezeichnen haben. Als Ordnung der ausgeilibten Trans- 
formation känn man etwa die Norm der Determinante von W benutzen. 
Dieser allgemeine Satz ist einfach dadurch zu belegen, dass die 
Gruppe r durch Transformation vermöge W in eine Gruppe r'= W~^rW 
(ibergeftthrt wird, welche mit F im Sinne Poincaré's commensurabel * 
ist. Nennen wir n die Ordnung der Transformation TT, so wird in der 
That durch die Forderung: 

(i) B = C=D = o, (mod. n) 

an die Substitutionen V von F eine Untergruppe ausgesondert, welche in 
F und JT' zugleich enthalten ist. Dass aber die als Haupicongruenz- 
gruppe n*" Stufe zu bezeichnende Untergruppe der Bedingungen (i) inner- 
halb F eine Untergruppe von endlichem Index ist, zeigt man durch elemen- 
tare Betrachtungen. ' 

Wir folgen nun dem Vorbilde der Theorie der Modulfunctionen, wenn 
wir an Stelle der Transformation n^""' Ordnung sogleich eine ausföhrliche 
Theorie der Hauptcongruenzgruppe n^^' Stufe innerhalb der einzelnen un- 
serer beiden Gruppen treten lassen. Im ttbrigen sollen hier keineswegs 
allgemeine Entwicklungen ttber die Tragweite der angedeuteten Principien 
angestellt werden; vielmehr soll nur am nachstliegenden Beispiel auf- 
gewiesen werden, wie sich die fraglichen Ansätze nach der functionen- 
theoretischen Seite ausgestalten lassen.; Wenn wir dabei Congruenzgruppen 
fanfter Stufe betrachten, so mag durch das Voraufgehende gerechtfertigt 
sein, warum wir von Entwicklungen zur Transformation funfter Ordnung 
unserer automorphen Functionen z{yj) sprechen. 



* Siehe wegen dieser Benennung Poincaré'b Abhandlung Les fondions fuclmennes 
et rArilhmctique, in Liouville^s Journal, 4^® Folge, Bd. 3. 

* Man sehe etwa wieder M. I, pag. 308 fF. 
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Wenn wir modulo 5 congruente Substitutionen nicht als verschieden 
ansehen, so reducieren sich die beiden Gruppen 7^(2,4,5) und/'(2,5,6) 
auf gewisse zwei Gruppen von endlicher Ordnung, die nach bekannten 
gruppentheoretischen Sätzen ^ den Hauptcongruenzgruppen ftinfter Stufe 
innerhalb der Gruppen F zugeordnet sind. Da aber 5 innerhalb unscres 
quadratischen Zahlkörpers keinc Primzahl ist, so sind die beiden in Rede 
stehenden endlichen Gruppen nicht einfach. Demnach giebt es dann uru- 
gekehrt in den Gruppen F noch umfassendere ausgezeichnete Untergrup- 
pen, welehe die Hauptcongruenzgruppen fQnfter Stufe in sich enthalten. 

Uni die hierrnit gemeintcn Gruppen zu gewinnen, schreiben wir 

y = ' "^ ^ ^ und bemerken, dass modulo 5 die folgende Congruenz gilt: 

f ^j — I -= (y — 2>y = o, (mod. 5). 

Die neue Reduction, welehe wir vornehmen woUen, besteht hiernach darin, 
dass viWJzii (mod. 5) schreiben; es folgt dann: 

y=3, P = ^^^=2, (.nod. 5) 

« 

far (2,4, 5), während im Falle (2,5,6) zu setzcn ist: 

y=3j P=Q=3y (^nod. 5). 

Nach kurzer Zwischenrechnung aber entspringen die Sätze: Die Gruppe 
r{2 ,4,5) reduciert sich durch die bezeichnete Maassnahme auf die Gruppe 
aller mod. 5 inconyruenten Substitutionen: 

[— c + d yJ2)rj + [a — 6 v2j 

einer gegen 5 immen Determinante ; dabei sind a , b ^ c , d rationale ganze 
Zahlen, und ein gleichzeitiger Zeichenwechsel der vier Coeölcienten ist 
hier ftberall ohne Wirkung. Die quadrimodularen V ftthren auf die 
Substitutionen (2), deren Determinante quadratischer Rest von 5 ist, die 
duomodularen V liefern entsprechend die Nichtreste. Andrerseits folgt: 
Die Gruppe /'(2 , 5 , 6) redmiert sich auf alle incongruenten Substitutionen: 



* Man vergl. hier de8 näheron M. I, pag. 320. 
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(3) ■»•-r^^^rf^v (■"">'• 5) 

einer gegen 5 primen Determinante; letzterc ist Rest öder Nichtrest von 5, 
je nachdem eine Substitution (3) öder (4) § 3 vorliegt. 

Um tlber Ordnung und Structur unserer endlichen Gruppen allés 
Wesentliche auszusagen, transforinieren wir die Substitutionen (2), (3) ver- 
möge: 

(4) 2ri = l^^ bez. ^ = '-^" 



I + v/20; I + v3^ 

und gewinnen solchergestalt bez.: 



, _ (a — 2c) 10 — (b + 2d) 
"~ — 2(6 — 2d)a) + (a + 2c) 

, (a — c) CO — (b + d) 

w = 



(mod. 5). 



— 3(6 — d)w + {a + c) 

Hier stehen nberall durchaus rationale Substitutionscoefficienten, und 
also lassen sich unsere beiden Gruppen isoniorph beziehen auf die Gruppe 
aller incongruenten ganzzahligen Substitutionen: 

ö> = r-~, (mod. 5) 

einer gegen 5 primen Determinante. Diese letzterc Gruppe ist nun aus 
der Theorie der elliptischen Functionen sehr bekannt: sie ist eine G^^^ 
der Ordnung 1 20 und isomor ph mit der Permutationsgruppe von funf D ing en. 
Indein wir hiermit zwei ausgezeichnete Untergruppen 1\^q je vom 
Index 1 20 in den beiden Gruppen F auffanden, betrachten wir vor allén 
Dingen noch die beiden zugehörigen Fundamental polygone. Als geschlossene 
Flächen gedacht ' liefern dieselben zwei Flächen je mit einer regulär- 
symmetrischen Einteilung in 2.120 Dreieeke, und dabei kreuzen sich die 
Symmetrielinien der Einteilung im einen Falle immer zu 4 bez. 8 und 
10, im anderen Falle zu 4 bez. 10 und 12. Beide Flachen gestatten 
120 Transformationen in sich, und die beiden zugehörigen Gruppen G^^^ 
sind isomorph. Bilden wir diese Flächen vermöge der zugehörigen z{7j\ 

* Siehe hier und in der Folge M. I, pag. 328 fF. 
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ab, so entspringcn zwei Rieinann'sche Flächen von 120 Blättern iiber den 
betreffenden Ebene z; diese Flächen sind je nur an den drei Stellen 
^ = o , I , CO verzweigt, uiid zwar hängen die Blätter zu 2,4,5 bez. 
zu 2 , 5 und 6 zusainmen. Nach einer bekannten Formel berechnet man 
von hieraus, dass die beiden fraglichen Flächen die Geschlechter p = ^ hez. 
p = g aufiveisen. 



% 5. Von den algebraischen Functionen der i20'blättrigen 

Riemann^ schen Flächen. 

Die vorangehenden Entwicklungen sollen dadurch zum Abschluss 
gebracht werden, dass wir (iber die algebraischen Functionen der beiden 
gewonnenen Riemann'schen Flächen erschöpfenden Aufschluss geben. Bei 
dem nicht ganz geringen Geschlechte sowie der erheblichen Blätteranzahl 
der fraglichen Flächen wiirde diese Untersuchuno^ freilich aussichtslos 
erscheinen, hatten wir nicht in dem Umstande, dass die beiden zugehörigen 
algebraischen Gebilde je durch 1 20 eindeutige Träns formationen in sich uber- 
gehen, das Mittel, Anschluss an gcwisse Un tersuch ungen von Klein und 
GoRDAN zu gewinnen, die wir unmittelbar fdr den vorliegenden Zweck 
verwerten können. Wir schliessen zunächst unter alleinigem Gebrauch 
der ersten der beiden Flächen etwa so: 

Die Normalcurve der Functionen ^ ^ eines algebraischen Gebildes 
vom Geschlechte jp = 4 ist eine Curve sechster Ordnung im Raume von 
drei Dimensionen: Es giebt also eine Baumcurve C^ sechster Ordnung des 
Geschlechtes p = 4, welche durch 1 20 Gollineationen in sich ubergeht. Diese 
Cg ist der vollständige Durchschnitt einer Fläche zweiter Ordnung mit 
einer solchen d ritter Ordnung. Des genaueren gelten nach Weber und 
NoETHER 1. c. die Sätze: durch die Curve C^ lässt sich öberhaupt nur 
eine einzige Fläche zweiter Ordnung hindurch legen, sowie drei linear- 
unabhängige Flächen dritter Ordnung. Betrachten wir vorab allein die 
Fläche zweiter Ordnung, die wir t\ nennen. 



* öiehe Uber dicsen Gcgenstand Weber, Mathem. Annalcn, Bd. 13, Noether, 
Mat lie 111. ÅDnalcn, Bd. 17? sowie Ubrigeus M. I, pag. 569. 
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Die Fläche F^ muss den Substitutionen der 6?,,^ entsprechend durch 
1 20 Transformationen in sich selbst tibergehen. Die beiden Schaaren 
geradliniger Erzeugender der Fläche F^, die wir uns zweckmassig als 
Hyperboloid denken, werden bei der einzelnen Transformation entweder 
permutiert öder jede Schaar wird in sich transformiert. Sind A und fi die 
Parameter der beiden Geradenschaaren, so werden entsprechend diesem 
Umstande die 120 Transformationen teils durch: 

^V ^ - oX + r f^ '^ cfi + d' 

darzustellen sein, teils aber durch: 

^ ' cfi + d ^ c Å + d 

Nun giebt es aber mit ROcksicht auf die in § 4 erkannte Structur der 
G^^Q an Gruppen linearer Substitutionen einer Variabelen bekanntlich ^ 
keine brauchbare G^^^ und nur eine ö^^, nämlich die Ikosaedergruppe. 
Bei der in unserer (z,,^ enthaltenen G^^ erfahren somit X und fi simultan 
die sechzig Ikosaeder substitutionen; die 60 restierenden Transformationen ent- 
springen alsdann durch Vertauschung d^r beiden Geradenschaaren. 

Hier haben wir nun den unmittelbaren Anschluss an Entwicklungen 
Klein's in der Ikosaedertheorie gewonnen.' Es erledigt sich erstlich die 
Frage, welcher Art die in (i) vorliegende isomorphe Beziehung der 
Ikosaedergruppe auf sich selbst ist. Es können hier nur zwei Arten der 
Zuordnung in Frage kommen, die in »Ikos.» als cogvediente und contra- 
grediente Zuordnungen unterschteden sind.* Es ist kein Zweifel, dass fQr 
uns der Fall der Contragredienz zur Geltung kommt, und dass deshalb 
die analytische Darstellung der G^^^ eben jene ist, wie sie in Dlkos.», pag. 
197 u. f., geleistet wird. Denn indem wir statt X , /i die homogenen 



* Siclie Klein, Ma t hem. ÄDnalcn, Bd. 9, nod Oordan, Mat hem. An nålen, 
Bd. 12. 

* Man sehe Klein'8 Vbrlesungen iiber das Ikosaedei-j die wciterhin als »Ikos.» 
oitiert sind; namcntlich kommen die Entwicklungen pag. 179 ff. sowie pag. 197 ff. in 
Betracht. 

* Siehe auch M. II, pag. 135, wo Ubrigens »digredient» statt contragredient ge- 
schrieben ist. 
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Variabelen A, :X^ und /ij :/ij gebrauchen, muss unsere auf dem Hyperboloid 
F^ gelegene Curvc C^ nach »Ikos.», pag. 180, durch Nullsetzen eiiier 
doppelt-binären Form f{X^ , A, ; /i^ , /i^) von der Dimension 3 in jeder Va- 
riabelenreihe dargestellt werden können; und nur im Falle der Contra- 
gredienz wird uns eine, und zwar auch nur eine Form dieser Art geliefert. 
Das voUe System der Formen, welche sich bei der för uns vor- 
liegenden G^^^ invariant verhalten, ist nun bereits vor langer Zeit von 
GoRDAN ^ aufgestellt und »Ikos.», pag. 196, reproduciert; dieses System 
besteht aus vier Formen, die 1. c. durch a , ^ , ;- , V bezeichnet sind, und 
die in der einzelnen Variabelenreihe X^ , A, bez. //j , /i^ die Dimensionen 
3,4,5, ^o haben. Um CoUisionen der Bezeichnungsweise zu vermeiden, 
nenne ich die fraglichen Formen A^y Ä^, A^y A^^ und muss die beiden 
ersten unter ihnen hier ausföhrlich angeben, da sie gleich weiter ge- 
braucht werden: 



(3) 






Die vier Formen A sind nicht von einander unabhängig; vielmehr besteht 
zwischen ihnen die nachfolgende Relation identisch: 

(4) A\, = io8^Sil, — i35^MJ + 9oA\A^A\ — Z2oA^A\A^ 

+ 256^5 + Al 

die aus »Ikos.D, pag. 182, direct heröbergenommen ist. Was nun die 
durch Nullsetzen unsercr vier Formen dargestellten Raumcurven angeht, 
so haben wir in ^^ = o und ^^ = o zwei nicht-zerfallende Rnumcurven 
Cg und Cg von sechster und achter Ordnung. Demgegenöber stellen 
^^ = o und ^j^j = o zerfallende Gebilde dar, nämlich Systeme von fttnf 
bez. zehn Kegelschnitten ; die letztcren sind die Symmetrielinien gewisser 
zehn der ö,,^ angehörender »Spiegelungen» des Hyperboloids F^ in sich. 
Dass nun die durch ^^ = o dargestellte C^ die Normalcurve der ^ 
far unsere erste 120-blättrige Fläche ist, geht aus der bisherigen Uber- 
legung hervor. Immerhin mttssten wir hier noch dem Einwande begegnen, 
ob wir nicht vielleicht mit einem hyperclliptischen Gebilde zu thun haben, 



* Cr. Mathem. Annalen, Bd. 13' 
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wo die Oberlegungen am Eingang des Paragraphen ungttltig wttrden. 
Dass aber die durch A^ = o dargestellte 6*^ eine Specialcurve der an- 
deren Riemann'schen Fläche ist, dUrfte von letzterer aus nur schwierig 
zu erkennen sein. Wir werden daher in beiden Fallen durch directc Be- 
trachtung der beiden Cnrven zum Ziele kommen mOssen. 

Um das Geschlecht der einzelnen C^^ zu bestimmen, projicieren wir 
sie von einem ihrer Punkte aus auf eine Ebene. Sie geht alsdann in eine 
ebene C^„^^ mit zwei (w — i)-fachen Punkten Obcr; die letzteren ruhren 
in der That von jenen beiden geradlinigen Erzeugenden der F^ her, die 
durch das Projectionscentrum gehen; jede derselben schneidet die C^„ 
noch in n — i Punkten. Sonstige mehrfache Punkte mtlssten auch auf 
der G,^ solche sein; jedoch milssten auf der C^^ iTiit einem Punkte alle 
bezöglich der G^^^ aequivalenten Punkte mehrfach sein, man wih^de also 
immer eine för die Werte n = 3 imd 4 tlbergrosse Anzahl von mehr- 
fachen Punkten auf C2»-i erhalten. Demgemäss ist das Geschlecht der C^^: 

(2u — 2)(2il — 3) (/t— i)(n — 2) , ' .« 

p==- ^ — ^^—2/ — ^ — -^ = (w— 1)^ 

und also liefern uns die Curven C^ und C^ mrklich dlgebraische Gébilde 
der Geschlechter i? = 4 und 9 mit je 120 eindeutigen Transformationen 
in sich. ^ 

Sollen wir hier nun thatsächlich mit den beiden algebraischen Ge- 
bilden des vorigen Paragraphen zu thun haben, so mtissen wir auf den 
Curven C^ und C^ je eine 120-wertige Function z construieren können, 
die gegeniiber den 120 Transformationen des Gebildes in sich invariant 
ist, und die tiberdies von sich aus zu der einzelnen der oben betrachteten 
120-blättrigen Flächen hinftihren muss. 

Um dies zuvörderst för die Curve C^ zu leisten, schreiben wir die 
Relation (4) speciell för die Voraussetzung A^ =^ o in der Gestalt: 

(5) Al-At—2s6Al==o 

und föhren e als Parameter des Curvenböschels 40'*' Ordnung ein: 

(6) A\o—2s6gÄl = o. 



* Dass die durch i4, = O dargestellte Curve sechster OrdnuDg irreducibel und vom 
Geschlcchte |> = 4 ist, bcmerkte Klein bereits io »Ikos.», pag. 202. 

Aeta mathematica. 17. Iniprimé le 4 noyeiubre 1893. 47 
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Die einzelne dieser C ur ven wird auf dem Hyperboloid F^ durch eine 
Flache 20*^®'" Ordnung ausgeschnitten, welche letztere die C^ in einein 
System von 120 beztiglich der G^^^ aequivalenten Punkten schneidet. 
Mit Hilfe von (5) können wir nun (6) umschreiben in die Proportion: 

(7) z:js— i : i = AloiAl: 256AI 

und haben damit eine 120-wertige, gegentlber 0,^^ invariante, algebraische 
Function z des Gebildes construiert. 

Nun ist aus (7) evident, dass die 1 20 Punkte der C^ mit z = o zu 
Paaren an sechzig Stellen coincidieren, die durch A^^ = o ausgeschnitten 
werden; desgleichen coincidieren die Punkte z = i zu 4 an 30 Stellen 
und die Punkte ^ = co zu 5 an 24 Stellen. Unter der Voraussetzung, 
dass im einzelnen dieser drei besonderen Punktsysteme keine zwei Punkte 
mehr coincidieren, und dass ferner jedem von ^ = o , i , cp verschiedenen 
Worte z stets 120 durchgängig getrennt liegende Punkte der C^ ent- 
sprechen, gewinnen wir durch Abbildung der C\ vermöge der alge- 
braischen Function z eine Riemann^sche FhVche des Geschlechtes p = 4, 
in Ubereinstimmung mit dem Geschlechte der C^. Jede andere Annahme 
wQrde aber auf eine Erhöhung der Geschlechtszahl p föhren; ist also un- 
zulässig. 

Uin die Untersuchung der Curve C\ vorab bis zu dem gleichen 
Punkte zu fördern, setzen wir die Kehition (4) unter der Voraussetzung 
A^ = o in die specielle Gestalt: 

(8) äU--^ A,{Al+ 108^1;). 

Hier werden nun auf der C\ zwei Systeme zu 24 bez. 40 Punkten durch 
^3=0 und A^ ==^ o ausgeschnitten, die, wie nian leicht beweist, jeden- 
falls keine Punkte gemeinsam haben. Der zweite Faktor auf der rechten 
Seite von (8) wird sonach, mit Null identisch gesetzt, auf 6^ lauter Punkte 
ausschneiden, die von den 40 Punkten ^^ = o sicher verschieden sind. 
Nun schneidet aber ä^q = o achtzig Punkte je doppelt gezählt aus; es 
folgt somit aus der Identität (8), dass A^ = o vierzig Punkte ausschneidet, 
die zu Paaren coincidieren. Dem Rechimng tragend schreiben wir: 

(9) . : z - I : I = (^)': io8^J : {y/Ä:)\ 



5^ 
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wns mit der Relation (8) in IJbereinstiinniung ist. Von hieraus gcstaltet 
sich (lie Schlussweise gerade so wie bei der 6^; wir gewinnen durch Ab- 
bildung des algebraischen Gebildes vermöge z eine i20-blättrige Rie- 
mann'sche Flache des Geschlechtes jp = 9, welche an Lage und Art der 
Verzweigungspunkte mit der zweiten Riemannschen Flache des vorigen 
Paragraphen abereinstimmt. 

Die beiden soeben auf algebraischem Wege abgeleiteten Rieinann'schen 
Flächen von je 120 Blattern stimmen also mit den beiden arithmetisch ge- 
wonnenen Flächen des vorigen Paragraphen nach Zahl, -Art und Lage der 
V^erzweigungspunkte sowie auch in Ansehung der Gruppen G^^^ eindeutiger 
Transformationen der Flächen in sich vollkoinmen tiberein. Von hieraus 
lässt sich aber die genaue Identität der in Rede stehenden Flächen wie 
folgt beweisen. 

Nach einem Fundamentalsatze der Theorie der automorphen Func- 
tionen ^ existicrt auf der einzelnen der beiden zu den Gleichungen (7) 
und (9) gehörenden Riemann'schen Flächen jeweils eine unverzweigte 
5y-Function, welche die Fläche auf ein einfach bedecktes und einfach 
zusammenhängendes Kreisbogenpolygon mit Hauptkreis abbildet. Bei 
gesehlossenen Wegen auf der Fläche erfährt rj lineare Substitutionen, 
die in ihrer Gesamtheit eine eigentlich discontinuierliche Gruppe bilden 
mit dem Abbild der Fläche als Fundamentalbereich. Es erleidet tj ttber- 
dies bei allén eindeutigen Transformationen der Fläche in sich lineare 
Substitutionen. Nun ist leicht evident, dass ivir liier zujenen beiden yj- 
Functionen zuriickgefiihrt werden, die wir in sofort verständlicher Ahkurzung 
7(2 > 4 , 5 ; ^) j 7(2 , 5 , 6 ; ^) schreiben. Man bemerke nur, dass Stiicke 
der reellen Axe der einzelnen Fläche in der bezuglichen ly-Ebene stets 
Kreisbogen als Abbilder liefern; denn symmetrische Umformungen der 
Fläche in sich, bei denen Teile der reellen z-Axe an ihrer Stelle bleiben, 
liefern Spiegelungen der gy-Ebene. Dass aber dann ein einzelnes Halb- 
blatt der Fläche sich auf ein Kreisbogendreieck (2,4, 5) bez. (2,5,6) 
abbildet, ist aus der Verzweigung der Fläche sofort evident. 

Bei dieser Sachlage wird die einzelne unserer Flächen vermöge rj{z) 
auf eine Netz von 2.120 Kreisbogendreiecken der Einteilung (2,4,5) 
bez. (2,5,6) abgebildet, und die ofiFenen Randcurven dieses grossen Po- 



^ Siehe Klein in den Mathem. Annalen, Bd. 20, pag. 49. 
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lygons miissen so zusamraengeordnet scin, dass dasselbo eine in der Gc- 
samtgruppe /'(2 , 4 , 5) bez. /'(2 , 5 , 6) ausgezcichnete Untergruppe de- 
finiert. Hier zeigt sich nun, dass die gewtinschte Zusammenordnung der 
Randcurven des Polygons ttberhaupt nur in eiiier einzigen Weise getroffeii 
werden kanri. Daraus aber wtlrde folgen, dass die einzelne unserer Flächen 
aus der Zahly Lage und Ärt ihrer Verzweigiingspunkte sowie ihrer Eigen- 
schaftj die G^^^ von Transformationen in sich zu besitzen^ bereits eindeutig 
bestimmt ist. Man känn dies durch wirkliche Herstellung der betrefiFen- 
den Dreiecksnetze und Discussion derselben thatsächlieh durchftthren. 
Findet man aber die graphische Handhabung grösserer Dreiecksnetze zu 
utnständlich, so Ulsst sich auf folgende Art eine wesentliche Vereinfachung 
der Schlussweise herbeifiiliren. 

Sei r eine unserer beiden Gruppen r(2 ,4,5) und [\2 ,5,6) und 
i^j2o ^^^^ ^^ ^ ausgezcichnete Untergruppe, deren zugehörige endliche 
Gruppe (j,3^ mit der Perniutationsgruppe von fönf Dingen isomorph sei. 
Die Function z{ri) ninnnt im Polygon der Gruppe F^^^ den einzelnen 
complexen Wert 1 20 Male an, und die Aufgabe, bei gegebenem z den 
einzelnen Punkt des Polygons zu bestimmen, ist im Sinne einer in der 
Theorie der Modulfunctionen ^ gebräuchlichen Sprechweise als ein Galois- 
sches Problem 1 20'*®° Grades zu bezeichnen. Bei der bekannten Structur 
der 6rj3^ hat dieses Problem eine Resolvente fnnften Grades, und um- 
gekehrt känn die G^^^ als Galoissche Gruppe dieser Gleichung fttnften 
Grades angesehén werden, das Polygon der l\^^ aber als Riemann'sche 
Fläche der zugehörigen Galois' schen Resolvente. Es ist demnach evident, 
dass die F^^^ mit jener Gleichung fOnften Grades eindeutig bestimmt ist. 
Nun ist aber leicht zu zeigen, dass es fttr jeden unserer beiden FäUe 
(2 , 4 , 5) , (2 , 5 , 6) nur eine einzige Gleichung funften Grades giebl, deren 
Galois'sche Resolvente die hier zu fordernde Beschafifenheit hat. Um etwa 
bei (2,5,6) zu verweilen, so mttssen wir eine fttnfblättrige Riemann'sche 
Flache construieren, die nur bei ^ = o , i , 00 verzweigt ist. Bei z = 00 
mössen alle ftinf BUUter zusammcnhilngen, bei ;? = i mttssen zwei Ver- 
zweigungspunkte zu zwei bez. drei Blättern vorliegen, endlich bei ^ = o 
hängen die Blätter zu Paaren zusammen öder sie verlaufen isoliert. Es 
existiert nur eine Riemanirsche Fläche, die diesen Anforderungen gentigt; 



* Siehe M. I, pag. 607 ff. 
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dieselbe liefert in der Dreiecksteilung der ly-Ebene das in Fig. 3 ge- 
zeichnete Polygon, wobei tlbrigens zur Vereinfachung der Zeichnung eine 
gegen frtther etwas veränderte Lage des Hauptkreises der Dreiecksteilung 
angenomuien wurde. Ein analoges Resultat entspringt iin Falle (2 , 4 , 5), 
wo sich das Polygon der Fig. 4 als einzig brauchbares einstellt. Indem 
hiernach die Resolventen ftinften Grades eindeutig bestiinmt sind, gilt ein 
Gleiclies von den Gruppen 1^^^, und alle voraufgehend aufgestellten Be- 
hauptungen sind damit verificiert. 



Fig. 3. 



Fig. 4. 





V_^ 



Es mag noch interessieren, die , explicite Gestalt der beidcn Gleich- 
ungen frtnften Grades kcnnen zu lernen, die den zwei angegebenen Po- 
lygonen zugehören; man iindet för die Falle (2,4,5) ^^^^p. (2,5,6): 

z:z—i:i= r'(4r— 5) - {r — 0'(47' + 3r' + 2r + 1):— i. 



z : z — I : I 



tV — 5^' — 5^ + 45) : (^ — 3)'(^ + 2)^ 4 . 27, 



wobei T als Unbekannte und z als Parameter zu denken ist. Hier hat 
man mit zwei Gleichungen fftnften Grades zu tliun, die durch eindeutige 
Functionen von iy(2 , 4 , 5 ; jsr) bez. rj{2 ^ 5 , 6 ; j) auflösbar sind. 



§ 6. Von der Beziehung (ler beiden Curven C^ und C^ atif 

dds Ikoaaeder. 

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten, eine grosse Reihe von Folge- 
rungen nach Seiten der Geometrie zu ziehen; man wird die auf dem 
Hyperboloid F^ vorliegenden Verhältnisse ausftihrlich mit den beiden 
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geschlosseneri Netzen zu 2.120 Dreiecken in Connex setzen können. Aus 
(lem sich hier bietenden Uiitersuchunji^sbereicli soll indes nur eine einzijre 
Frage discutiert werden. Bevorzugen wir das eiiie System der gerad- 
linigen Erzeiigenden auf dem Hyperboloid F^^ so schneidet die einzeliie 
Gerade die C^ in drei, die C^ in vier Punkten. Hier liegt also einc 3- 
4-deutige algebraische Correspondenz ^ zwischen beiden Curven vor, und 
diese woUen wir doch auch ganz direct von den Kreisbogendreiecken 
a US verstehen. 

Zu diesem Ende sei zunächst bemerkt, dass der einzelnen geradlinige 
Erzeugenden vom Parameter A doch der Punkt A einer Kugel entsprechend 
gesetzt werden knnn, welche letztere wir als TrRgerin der complexen 
Werte A benutzen. Diese Kugel ist kurz als Ikosaeder zu bezeichnen, 
denn sie erfährt die Ikosaederdrehungen bei der Hälfte der Substitutionen 
der öl 20. Man känn somit sägen: Das Ikosaeder ist auf die C^ ein-drei- 
dentiffy auf die C\ ein-vierdeutig hezogen. 

Um nun die hier vorliegenden Correspondenzen in einfachster Weise 
durch Figuren zu illustrieren, gehen wir auf einen sehr wichtigen Satz 
Poincaré's Qber die Abhilnmcrkeit verschiedener Dreiecksfunctionen von 
einander zurtick. ^ Nach diesem Satze ist 3^(2 , 3 , 5 ; z) — um sogleieh 
diese sofort verständliche Bezeichnung zu gebrauchen — eine eindeutige 
Function von >;(2 , 3 , 00 ; z), desgleichen ist )y(2 , 4 , 5 ; ^') eindeutig in 
^(2,4, cc- ; z) und )j(2 ,5,6;^) in iy(2 , co , 6 ; z). Zu 3y(2 , 3 , 00 ; z) 
gehört die der Theorie der Modulfunctionen zu G runde liegende Gruppe; 
die Gruppen von 32(2 , 4 , co ; ^) und rj{2 , co , 6 ; ^) lassen sich arith- 
metisch ohne Mtlhe mit Hllilfe der Irrationaliteten ^2 bez. ^'^ definieren, 
und es trifft sich, dass die Reduction dieser Gruppen modulo 5 genau 
auf jene beiden endlichen Gruppen G^^^ föhrt, die wir in § 4 aus den 
damaligen Substitutionen (2) bez. (3) aufbauten. 

Die Heziehung zwischen den Dreiecken (2,4, co) und (2,3, cc) 
ist nun in Fig. 5 bezeichnet; man sieht, dass sich zwei Dreiecke (2,4, co) 
genau mit eiiiem Complex dreier Dreiecke (2,3, co) decken. Dem- 
gemäss werden die 2.120 Dreiecke des zur Curve C^ gehörenden Po- 



* Siehc Uber dieseo Gegcnsland HuuwiTZ in dco Mat hem. Annalen, Bd. 28, 
sowic M. II, pag. 5^8- 

' Siehe PoincarÉ in den Acta mathematica, Bd. 5- 
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lygons genau 3 . (2 . 60) Dreiecke (2,3, co) bedecken, d. i. genau drei Ab- 
bilder des Ikosaeders, und hierin liegt die 1-3-deutige Beziehung des 
letzteren auf die C^ offen vor. An der unteren Spitze der Figur 5 bei 
5y = o deckt sich das Dreieck (2,4, co) gerade genau mit dem Dreieck 
(2,3, co); an der oberen nach ^ = / co ziehenden Spitze decken sich 
erst zwei Dreiecke (2,3, co) mit einem Dreieck (2,4, co), Dies ergiebt 
den Satz: Das durch die C\ gegébene algebraische Gebilde lässt sich auch 
durch dreifache Oberdeckung des Ikosaeders definieren, wobei an den zwölf 
Ikosaederecken immer zwei Blätter msammenhängen. Da ^^ = 4 sein muss, 



Fig. 5. 



Fig. 6. 





so treten weitere Verzweigungspunkte niclit auf, und also giebt es unter 
den Erzeugenden der einen Art auf F^ nur 12 (gewöhnliche) Tangenten 
der Curve sechster Ordnung C^. 

Die Beziehung zwischen den Dreiecken (2,3, co) und (2,6, 00) 
ist in Fig. 6 illustriert, es decken sich immer zwei Dreiecke (2,6, co) 
mil vier Dreiecken (2,3, co); damit aber wird die 1-4-deutige Be- 
ziehung der C\ auf das Ikosaeder evident. Insbesondere lesen wir noch 
aus Fig. 6 ab: JJas durch C^ gegébene Gebilde känn man auch durch ein 
vierfach uherdecktes Ikosaeder definieren, wobei an der einzelnen Ecke immer 
3 Blätter verzweigt sind; dies liefert wirklich j; = 9. 
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ZWEITER TEIL. 



Entwicklungen öber die Dreiecksfunctionen 3^(2,3,7;^), 1^(2,4,7;^) 

und einige verwandte Polygonfunctionen. 

§ 1. Bericht Hber die Gruppen der Dreiecke (2,3,7) ^wrl (2,4,7) 
tind Atifstellung zweier znr Transformation siebenter Ordnung 

gehörender lTntergr\ippen. 

Ohne die Berilhrung mit bekannten functionentheoretischen Unter- 

suchungen zu verlieren, können wir die unternommencn Entwicklungen 

noch in das Gebiet der Transformation siebenter Ordnung fortsetzen. 

Hierbei ist zuvörderst kurz der arithmetische Charakter der zu den Kreis- 

bogendreiecken (2,3,7) und (2,4,7) gehörenden Gruppen zu recapitu- 

lleren. ' 

Die fraglichen Gruppen lassen sich am einfachsten von der Gruppe 

des regularen rechtwinkligen Siebenecks aus beschreiben. Das Siebeneck 

soll dabei so liegen, dass die reelle ly-Axe der Orthogonalkreis der Sieben- 

ecksseiten ist, während zwei un ter diesen Seiten auf der imaginftren jy-Axe 

bez. dem Éinheitskreise liegen. Zieht man alsdann in diesem Siebeneck 

die sieben Symmetrielinien, so entsteht die Dreiecksteilung (2 , 4, 7). Um 

die Einteilung (2,3,7) 7.u gewinnen, bemerken wir, dass nach Formel 

(13), § 2, der Inhalt I des Siebenecks: 



/= 4^:^57: — ^) = 6AV 



ist, während fur den Inhalt d des Dreiecks (2,3,7): 

2/fcV 



,3/ TT 7: n\ 2k 'é 

— 4 y^ - — - 7 j — ~^r 



' Die beiden Oruppeo (2^3^ 7) und (2 ^ 4 ^ 7) sind ausfuhrlich iw den Mathem. 
Ad nålen, Bd. 41, pag. 443 ff. behandelt; die Bezeichnungswcise des vorliegenden Textes 
ist gegeo die dortige ein wenig modificiert. 
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folgt. Es sind also 63 Dreiecke (2,3,7) zusaiiimen inhaltsgleich mit 
dem Siebeneck, und dies wird geometrisch dadurch unmittelbar evident, 
dass sich das Siebeneck durch Hinzunahme neuer Symmetriekreise geradezu 
in 63 Dreiecke (2,3,7) zerlegt. Die betreflfende Figur ist 1. c. pag. 458 
ausföhrlich gezeichnet, wo man dann auch nachsehen woUe, dass die frag- 
liche Einteilung des Siebenecks eine unsymmetrische ist. Es sind in der 
That zwei Einteilungen möglich, die bei Inversion an einer Siebeneck- 
diagonale in einander tibergehen. 

Um jetzt die hier in Betracht kommenden ly-Substitutionen bezeichnen 
zu können, haben wir den cubischen Zahlkörper der ganzzahligen Gleichung: 

(O f +f—2j—i = o 

einzuftthren. Dieser Körper besitzt in [i yj yj^] eine Basis, und es seien 
A , B j C j D ganze Zahlen desselben. -Wir haben dann hier wicder mit 
Substitutionen der Gestalt: 

(2) n' = {A + ByJP)y + C+Dy/T_ 

' {—C+by/P)rj+A-^ByJP 

zu thun, wobei P die ganze Zahl (J — i) des cubischen Körpers ist. Des 
genaueren aber gelten nach den 1. c. gegebenen Entwicklungen die Satze: 
Die Gruppe der Function 3^(2 , 4 , T \ z) bestelit aus allén duomodularen 
Substitutionen (2) im Verein mit denjenigen quadrijnodularen, wélclie die lie- 
dingungen : 

(3) A = C, B=D (mod. 2) 

befriedigen. Bei der Gruppe (2,3,7) kommt die doppelte Möglichkeit, 
das Siebeneck in 63 Dreiecke zu teilen, zur Geltung. Wir mössen hier 
nämlich die gesamten quadrimodularen Substitutionen (2) in zwei Glassen 
teilen; die Substitutionen der einen Classe sollen den Bedingungen genttgen: 

(4) ^ + B+(/+y— i)D=o, C+{f+j—i)B+B = o, (mod. 2), 
diejenigen der anderen Glasse aber den Bedingungen: 

(5) A + [j'+j—i)B + I) = o, C + B + [r + j—i)D^o, (mod. 2). 

Es bilden dann die Substitutionen der einen öder zweiten Classe die Gruppe 

Ada mathåmtUica, 17. Imprimé le 30 octobre 1893. 4g 
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(2,3, 7), ./e nachdem wir von der einen öder andern Einteilung des Siéhen- 
ecks ausgéhen. 

Die linke Seite der Gleichung (i) reduciert sich nach dem Zahl- 
modul 7 auf den Cubus des linearen Ausdrucks (./ — 2). Wir wollen 
dementsprechend die beiden Gruppen (2,3,7) und (2,4,7) niodulo 7 
reducieren, indem wir zugleich y=2 und im Anschluss däran 

v/P = Vr^ 1 ^ I (»nod. 7) 

schreiben. Die Determinanten der zur Verwendung kommendcn Sub- 
stitutionen (2) sind durchweg quadratische Reste inodulo 7; man känn 
die modulo 7 reducicrten Substitutionen dieserhalb dadurch zu unimodu- 
laren ausgestalten, dass man jeweils die vier Coefficienten mit einer ganzen 
rationalen Zahl als gemeinsamen Faktor versieht. Auf die hezeichnete 
Weise lassen sich die beiden Gruppen (2 , 3 , 7) , (2 , 4 , 7), tcie man siehf, 
homomorph ^ auf die bekannte Gr uppe G^^^ der 168 incongruenten uni- 
modularen Subsiitufiouen mit ganzen rationalen Coefficienten: 

(6) a,'^^(rnod. 7), 

beziehen, Dabei entspricht einer Substitution der Gruppe (2,3,7) ^^z. 
(2,4,7) ^^c^s eine Operation der ö,,.j,, wi\hrend natHrlich umgekehrt 
einer Substitution (6) unendlich viele Substitutionen in der einzelnen 
jener beiden Gruppen zugeordnet sind. 

Indem wir insbesondere diejenigen Substitutionen der Gruppe (2,3,7) 
bez. (2,4,7) sammeln, welche der Identität (6) zugehören, werden wir 
in jeder unserer beiden Dreiecksgruppen eine ausgezeichnete Untergruppe 
^iG8 ^^^ Index 168 gewinnen, Unter diesen beiden Untergruppen 7",^^ 
ist die zur Gruppe (2,3,7) gehörende sehr bekannt; sie spielt bei der 
Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen ihre be- 
kannte wichtige RolleV Sollen wir die beiden Gruppen durch die Be- 
zeichnungen I\^^{2 ,3,7) und l\^^{2 ,4,7) unterscheiden, so könnte man 
die zugehörigen Polygone bez. geschlossenen Flächen durch ^^^.^(2,3,7) 
und Fjgj,(2 , 4 , 7) bezeichuen. Man känn dieselben zu 168-blattrigen 

Wcgen der hier gcbrauchtcD BezeichDungsweise sehe man den ebcD mehrfach ge- 
DanDten Band 41 der AoDalen, pag. 466, Note. 

* Siobe Klein, Bd. 14 der Annalen, pag. 429 ff. odcr M. I, pag. 692 ff. 



Zur Thcorie der autooiorphen FuDCtioneD. 379 

Rieinann'schen Flftchen umgestalten, welghe öber den Ebcnen^ der. zu 
^(2 > 3 > 7 ; y) und iy(2 , 4 , 7.; y) inversen Functionen gelagert sind. Aus 
der Iqicht festzustellenden y^rzweigung dleser Flächen folgt alsdann, 
dass sie zu den Geschlechtern p = 3 und 2? = 10 gehören, was ein för die 
Gr uppe r{2 ,3,7) wieder sehr bekanntes Resultat einschliesst. Die nun 
zu entwickelnde functionentheoretische Behandlung der r^f.g{2 ,4,7) ba- 
sieren wir auf die Gruppe G^^^ der Transforrnationen der Fläche in sich. 



§ 2. Vom functionentheoretiscJien Charakter der beiden Unter- 

gruppen r,„. 

Die functionentheoretische Behandlung der zu (2,3,7) gehörenden 
Untergruppe I\^^ ist von Klein 1. c. geleistet worden. Es zeigte sich 
auf Grund geonietrisch-functionentheoretischer Cberlegungen, dass das 
durch die fragliche Gruppe definierte algebraische Gebilde vom Geschlechte 
p = 3 als Norrnalcurve ^ die durch 

(i) zlz^ + zlz^ + 4^1 = o 

gegebene ebene Curve vierter Ordnung besitzt, wobei z^^z^j z^ homogene 
Punktcoordinaten einer Ebene sind. Diese Curve geht der G^^^ ent- 
sprechend durch 168 ternäre lineare Substitutionen der z^ in sich selbst 
ftber, und in der Existenz und Gestalt ^ dieser ternaren Gruppe gewann 
die Untersuchung eine neue Basis. 

Einrnal war nämlich die Gruppe G^^^ als CoUineationsgruppe fttr 
die 2f„-Ebene aufs neue einer geouietrischen Untersuchung fahig. Förs 
zweite konnte man die Hiilfsmittel der linearen Invariantentheorie heran- 
ziehen, um neben der linken Seite der Gleichung (1) andere wichtigc 
Formen f{z^ , z^ , z^ zu gewinnen, welche gegentiber der ternaren Gruppe 
öjgg die RoUe absoluter Invarianten spielcn. Es ist durch Klein ' und 
GoHDAN * sogar wieder das )>volle System» der hier in Betracht kommenden 

* M. I, pag. 569. 

* Wegen der letztereo sehe man M. I, pag. 705- 

* Math. AnDalen, Bd. 14, pag. 446 und Bd. 15, pag. 265 ff. 

* Math. ADoalen, Bd. 17, pag. 370. 
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Formen aufgestellt. Dasselbe umfasst insgesamt vier Bildungen der Di- 
mensionen 4,6, 14 und 21; wir bezeichnen diese Formen kurz durch 
fi9fejfi4, und /Jjj.^ Zwischen ihnen besteht die algebraische Identitat: 

(2) n, =ru+ 1 72Sfi — ssfifju + 16. 63/;/^/;, 

+ i7'(>Arjlfu — 25(>flfu—i2S.469rjl 
+ 43.5I2A76-2048/-J/;, 

die weiterhin mehrfach zur Verwendung kommt. 

Sei jetzt irgend eine gegenttber der G^^^ invariante Curve n*^' Ordnung 
in der ;2f^-Ebene durch fn{^a) = o vorgelegt, so wird die links stehende 
Form n'®° Grades gegentlber der G^^^ absolut invariant sein.' Es ist 
demnach /*„ als ganze rationale, in den z homogene, Verbindung der 
/i > /e > • • • darstellbar; und zwar genttgen, wenn wir uns auf irreducibele 
Curven einschränken woUen, offenbar bereits f^y f^ und t\^ zur Darstellung 
al ler f^: 

(3) fniZijZ^^h) = GifA^foyf^)' 

Umgekehrt können wir auf diese Weise unendlich viele, gegenttber der 
Gjgg invariante, irreducibele Curven der jsr^-Ebene gewinnen, und durch 
diese Curven sind alsdann ebenso viele algebraische Gebilde definiert, 
deren einzelnes 168 eindeutige Transformationen in sich zulässt. 

Wenn nun das durch f^=o dargestellte Gebilde fttr die Trans- 
formation siebenter Ordnung der Modulfunctionen die Grundlage liefert, 
so känn man fragen, in wie weit alle die ttbrigen soeben aufgestellten 
algebraischen Gebilde bei der Transformation siebenter Ordnung sonstiger 
automorpher Functionen Rolle spielen mogen. Hier bietet sich nun als 
eine erste Anwendung das durch f^=o dargestellte algebraische Gebilde 
dar. Die ausftthrliche Gestalt von f^ ist: 

Die hierdurch dargestellte ebene Curve sechster Ordnung C^ ist irredu- 



* Wcgen der invariaDtentheoretischen Definition und Gestalt der f^^f^»'*' sehe 
man M. I, pag. 733; die Relation (2) ist von GoRDAN I. c. angegeben. 

* Siehe dioscrhalb eiwa M. I, pag. 7^2. 
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cibel und siiigularitatenfrei, so dass sie das Geschlecht p = lo besitzt; 
es Uegt dlso in (4) ein algébraisches Oebilde p = 10 mit 168 Transforma- 
tionen in sich vor^ wdche die uns bekannte G^^^ bilden. Die Identitat dieses 
Gebildes mit dem im vorigen Paragraphen auf arithmetischem Wege von 
der rjgg(2 , 4 , 7) aus abgeleiteten Gebilde des gleichen Geschlechtes lässt 
sich nun ohne besondere Mtihe iiachweisen. 

Vorab sind zugleich zur Vorbereitung späterer Uberlegungen einige 
geometrische Sätze ttber die CoUineationsgruppe G^^^ zusammenzufassen: 
Die Substitutionen der Periode 7 in G^^^ besitzen in der ^„-Ebene im 
ganzen 8 mal 3 Fixpunkte, die als Punkte p^ bezeichnet werden mogen, 
und die bezttglich der G^^^ alle mit einander aequivalent sind. Die 21 Paare 
einander inverser Substitutionen der Periode 4 haben 2 1 mal 3 Fixpunkte 
p^; diese Punkte zerfallen in zwei Glassen zu 42 bez. 21 Punkten, wobei 
nur die Punkte der gleichen Classe aequivalent sind; die 21 Punkte der 
zweiten Classe mogen allgemein p'^ heissen. Die 28 Paare inverser Sub- 
stitutionen der Periode 3 haben 28 mal 3 Fixpunkte, die wieder in zwei 
Glassen zu 56 Punkten p^ und 28 Punkten p'^ zerfallen. Die noch fehlen- 
den 21 Substitutionen haben den Charakter harmonischer Perspectivität en; 
die 2 1 Axen sind die Verbindungslinien der 2 1 Paare zugeordneter Punkte 
p^y die 21 Gentren sind die Punkte p'^. 

Man bringe nun die durch (4) gegebene C^ mit den Gurven C^, 
Cj^ , C,, der Gleichungen /"^ = o , /j^ = o, /i, = o zum Durchschnitt 
und specialisiere zugleich die Relation (2) fQr die hier vorliegende An- 
nahme f^ = o zu: 

(5) fl = Tu— 2 56 fl fu^ 

Dass die C^ a^f der C^ die- 24 Punkte p^ ausschneidet^ ist aus der Theorie 
der Modulfunctionen békannt,^ Von den Punkten jp, , ^3 liegt kein einziger 
auf C^; zu den p*^ gehört namlich auch z^ =^ z^ ^=^ z^j und dieser Punkt 
genögt der Gleichung (4) nicht; die Punkte p^ sind hingegen die Schnitt- 
punkte von f^=o und /J^ = o und liegen deshalb nicht auf der C^. 
Daraufhin pröfe man das System der 84 Schnittpunkte von C^ und C^^. 
Da dieselben zufoJge (5) auf den 21 Perspectivitätsaxen liegen, so känn 
es sich nur entweder um ein beliebiges System von 84 aequivalenten 



* M. I, pag. 733. 
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Punkten der genannten Axen handeln, öder ini hesonderen coincidieren die 
84 Punkte auf C^ und C^^ zu Paaren an den 42 Stellen p^. Aus der 
Gestalt der Gleichunj; (5) ergiebt sich leicht, dass der letztere Fall vor- 
liegt; dann aber folgt sogleich weiter: Die C\^ schneidet C\ in 126 
Punkten, ndmlich einmcd den 42 Punkten p^ und sodann in weiteren 84 
aequivalenten Punkten. 

Bei dieser Sachlage wird durch 

(6) y-y— ^ ' ^ = fix-fu' — 25(>flfu ' 

eine 168-wertige algebraische Funetion unseres Gcbildes definiert, welche 
in aequivalenten Punkten der C^ gleiche Werte annimtnt. Dabei coinci- 
dieren die 168 Punkte y = o zu 2 an 84 Stellen, die Punkte ^ = 1 zu 4 
lin den 42 Stellen p^ und die Punkte 7/ = co zu 7 an den 24 Stellen |>^. 
Indeni wir somit die Curve 6^ auf die Ebene y abbilden, entspringt eine 
168-bUlttrige Riemann'sche Fläche des Geschlechtes j|; = 10, die nach Art 
und Lage der Verzweigungspunkte sowie betreffs der Gruppe G^^^ der 
Transforniationen in sich mit der im vorigen Paragraphen gewonnenen 
Fläche tibereinstimmt. Die genaue Identitat beider Flächen lässt sich ani 
einfachsten unter Benutzung der Resolventen siebenten Grades wie folgt 
beweisen. 

Uni direct an die Vorstellungen des vorigen Paragraphen anzuknöpfen, 
so muss sich ein Polygon von 2 . 7 Kreisbogendreiecken (2,4,7) derart 
construieren lassen, dass bei Abbildung desselben auf die ?/-Ebene eine 
siebenblattrige Flilche der nachfolgenden Verzweigung entspringt: Nur 
bei ?/ = o , I , CO sollen Verzweigungspunkte liegen, und zwar muss die 
Anzahl in Cyclus zusammenhängender Blätter bez. ein Teiler von 2 , 4 
und 7 sein, je nachdem // = o , i öder 00 vorliegt; es soll aber auch 
wirklich bei y = o wenigstens ein Verzweigungspunkt zu 2 , bei y = 1 
zu 4, bei y = 00 zu 7 Blättern vorkommen. Die Untersuchung zeigt, 
dass sich im ganzen ftinf Polygone dieser Art auffinden lassen. Indessen 
sind unter diesen Polygonen nur zwei unsymmetrische enthalten, die durch 
symmetrische Umformung in einander ttbergehen. Dass aber diese beiden 
Polygone die liesolventen 7^**" Grades ergeben, um welche cs sich hier 
handelt, ist aus der Structur der Gruppe G^^^ bekannt. Mit den beiden 
Gleichungen siebenten Grades ist nun auch die Riemann'sche Fläche ihrer 
gemeinsamen Galois^schen Resolvente eindeutig bestimnit, und also ist die 
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Fig. 7- 



ffenaue Identität der beiden auf functionentheoretischem urid nrithmetischem 
Wege gewonnenen Riernann^schen FlRchen auf demselben Wege wie oben 
in § 5 bei der Transformation funfter Ordnung er- 
härtet. 

Es sei gestattet, das eine der beiden unsyni- 
metrischen Polygone hierneben in Fig. 7 xnitzuteilen. 
Gebrauchen wir jetzt wieder die in (6) eingeftlhrte 
Function y und wählen tibrigens eine Hauptfunction 
r(iy) ftlr das Polygon zweckinässig aus, so känn man 
nach einer bekannten Methode ^ die Gestalt der beiden 
Gleichungen siebenten Grades berechnen; es findet 
sich : 




(7) y— I ://: I -= r 



v-ir( 



r + 



^ ± W7\./ 



yL^ 7 + 3^ 7^ I ± is'7y 



. /^8 ^' ± 5^ V7 ,2 3 + W 7^ I 7 ± 



3 + *\/7 . , 7 ± ii*V7\.49 ± i3*V7 



4.49 



): 



r 



Man vergleiche dieses Resultat mit einer von Klein in Bd. 15 der An- 
nalen, pag. 266, unter (12) aufgestellten Gleichung 7^^" Grades. Die 
letztere muss in (7) tibergehen, wenn wir V = o d. i. f^^ = o nelimen. 
Man hat hier nur folgende kleine Rechnung vorzunehmen: erstlich schreibe 
man an Stelle von (7): 



(8) 



49 ± '3tv^7 



.•(r-,)'(r+i^')-4^*y. 



-^^(./-i). 



Nun werde an Stelle von r die neue Variabele x durch die nachfolgende 
Bestimmung eingeföhrt: 

7 ± Wt" / ^ i± i'\l7 



x" = 



Y 



2 \ ' 4 

Nach Ausftihrung dieser Substitution lässt sich aus (8) rechter und 
linker Hand die Quadratwurzel rational ausziehen, und es entspringt die 
Gleichung: 



X 16 y/y _ I = O. 



Hier liegt aber genau die 1. c. abgeleitete Gleichung ftir V = o vor. 

' Cf. M. I, pag. 638. 
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g 3. Von den durch die Oleichung /iifl + /i^fl = o deflnierten 

algebraischen Oebilden. 

Nächst den beiden im vorrgen Paragraphen besprochenen Riemann'- 
schen Flächen sind die einfachsten algebraischen Gebilde mit der Gruppe 
(r^gg von Transformationen in sich diejenigen, welche durch die Gleich- 
ungen zwölften Grades: 

(O fi2 = IMfl + fhfl = o 

definiert sind. An Stelle eines einzelnen Gebildes haben wir hier gleich 
zweifach unendliöh viele, insofern der Wert der complexen (zwei reelle 
Parameter einschliessenden) Grösse /£ = /£, ifi^ willkftrlich wählbar bleibt. 
Hier gilt nun als erster Satz: Unter den co' durch (i) gegébenen Curven 
C7j2 giebt es nur zwei reducibele, diejenigen nämlich, welche den Werten 
fi^ =z o und ji^ = o entsprechen, Sollte nämlich fttr einen von fi = o 
und oo verschiedenen Wert des Quotienten /£, :/i^ die Form /J, einen 
Factor f„ vom Grade m < 12 besitzen, so wird die Form f„ jedenfalls 
nicht durch alle 168 ternären Substitutionen der 0^,^^ in sich selbst ftber- 
gehen. Ist sie aber gegenttber einer Untergruppe invariant, welche inner- 
halb G^^^^ den Index ^ p hat, so geht /",„ durch die Substitutionen der ö, gg 
insgesamt in v Gestalten /)„,/"«,..., ft~^^ tlber, und es werden diese v 
unterschiedenen Formen m*®" Grades durchgängig Factoren von f^^ sein. 
Nun ist, abgesehen von v= i, der kleinste Wert von v gleich 7. Bereits 
dieser wQrde m = i erfordern, und man hatte in 

als letztcn Factor eine Form ftinften Grades f^ mit 168 Substitutionen in 
sich; eine solche existiert indessen nicht. Auch die weiter folgenden Werte 
v = 8 , . . . ftihren auf keine mögliche Zerfilllung von /J^, und also sind 
alle 00^ algebraischen Gebilde (1) mit Ausnahme der beiden för/£ = o,co 
irreducibel. 



' Vcrgl. M. I, pag. 309. 
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Um das Geschlecht der Gebilde (i) zu berechnen, bemerke man 
crstlich die Sonderstellung der 24 Punkte p^. Sind in einem einzelnen 
derselben die Tangenten der beiden Curven /i = o und /Jj = o durch 
X = o bez. y == o bezeichnet, so hat man in der Nähe dieses Punktes 
als Gleichung der C^^ angenahert /i^y^ + Mn^^ = ^5 '^^^ ^la ^'^^' sonach 
in den 24 Punkten p^ ebensoviele Spitzen auf. Sonstige mehrfache Punkte 
treten aber im allgemeinen nicht auf. Denn es giebt ausser den Punkten 
Pj keine weiteren Punkte der jsr^-Ebene, welche zuglelch auf allén 00^ 
Curven G^^ gelegen wären. Von partikulRren Werten /i und von den 
Punkten p^ abgesehen ist nämlich ein Punkt einer (7,^ insgesamt mit 168 
öder 84 Puiikten eben dieser C^^ bezQglich G^^^ aequivalent. Ausser 
jenen 24 Spitzen mtissten demnach mit einem gleich 84 weitere singulare 
Punkte auftreten, und dies wftrde dem Umstande widersprechen, dass die 
Geschlechtszahl p einer irreducibelen Curve notwendig >^o ist. 

Die eben skizzierte tJberlcgung liefert nach einer bekannten Formel 
das Resultat, dass unsere algebraischen Gebilde im ailgemeinen dos Geschlecht 
^ = 31 besitzen, "Eine Herabminde^:ung dieser Zuhl p ist nur in zwei 
partikularen Fallen möglich. Da nämlich die Punkte 2^3 und p^ immer 
nur auf einer der beiden Curven 6\ und C^ liegen (und nicht auf der 
anderen), so haben wir nur noch die beFden speciellen Curven zwölfter 
Ordnung f^^ = o und f^^ = o zu discutieren, welche durch die 28 Punkte 
p'^ bez. durch die 21 Punkte pi hindurchlaufen. 

Einer unter den Punkten p'^ hat die Coordinaten z^ = i ; somit ist 
die besondere Curve O^^^ gegeben durch: 

(2) /•iV(^a) = 2 7^.-4/5 = o. 

Die Punkte p'^ sind in der ^^-Ebene Fixpunkte von Diedergruppen G^. 
Ein und derselbe Punkt einer Riemann^schen Fläche känn aber nicht 
zugleich Fixpunkt einer G^ und G^ sein, die eine Diedergruppe G^ zu- 
sammensetzen; vielmehr bemerkt man leicht, dass alle Substitutionen, die 
einen einzelnen Punkt der Flilche an seiner Stelle hissen, notwendig eine 
cyclische Gruppe bilden. Die 6^13 muss demnach durch den einzelnen 
Punkt ^3 mehrfach hindurchziehen, und die nähere Sachlage ergiebt 28 
Doppelpunkte jpj fQr CJ^^. Biese Curve hat somit das Geschlecht i? = 3 

Aeta mathtmatuM. 17. Iroprlmé le 31 octobrc 1893. 49 
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und die Classe A = 4, und stellt sich mit ihren 28 Boppd- und 24 Räckkehr' 
punkten als die reciproke Curve der durch f^=o gegebenen C^ dar.^ 

Fiir die besoiidere Curve C^y^ gelten völlig analoge Uberlegungen. 
Die Gleichung dieser Curve wird man etwa aus dem Umstande ableiten, 
dass sie (s als primitive 7** Einheitswurzel gebraucht) durch den Punkt: 

i^j:-^,:-^, = (£ + s-^ — £' — s-^):(s' + £-' — £* — e-^):(e* + e-^ — s — £-0 
hindurch zieht, der einer der 21 Punkte p'^ ist; es findet sich: 

(3) m^a) = n + Afi = o. 

Noch einfacher aber ist es, die hier vorliegenden Werte ^^ = i , ^^ = 4 
aus gewissen weiter unten zu entwickelnden L) berlegungen zu entnehmen. 
Ubrigcns beweist man, wie vorhin, dass die Punkte p'^ Doppelpunkte der 
OiV sind; es liegt demgemäss hier ein algebraisches Gehilde des Geschlechtes 
p =1 10 vor. 

Gehen wir zu einer beliebigen Curve C^^ des Böschels (i) zuröck, 
80 halt es nicht schwer, auf dem zugehörigen algebraischen Gebilde eine 
168-wertige Function zu construieren. Die 48 Schnittpunkte der (7^, 
mit der durch /^ = o gegebenen C^ fallen zu Paaren in den 24 Punkten 
p^ zusammen. Schneiden wir die G^^ ferner mit der durch /"^^ == o ge- 
gebenen Cj^ indem wir vorab annehmen, dass der Quotient fi von fx^ und 
/jIj nicht gerade einen der partikulären Werte: 

(4) /' = ^'^'^^— ^ 

habe. Das Schnittsystem känn dann sicher keines der speciellen Punkt- 
systeme Pt y p^y Pz ^ P^j p[ enthalten; es känn aber auch im allgemeinen 
kein System zu 84 Punkten p^ enthalten, weil die Schnittpunkte der 21 
Perspectivitätsaxen und der C^^ mit /i sämtlich veränderlich sind. Der 
Schnitt der C,^ und der C^^ liefert demnach 168 im allgemeinen durch- 
aus getrennt liegende bezttglich G^^^ aequivalente Punkte, die nur ftir 



* Betreffs der hier auftretenden Curve vierter Classc sei auch die GöttiDger Disserta- 
tion (1890) von Hrn. M. W. Haskell genannt: tJber die zu der Curve X*fi+fji\ + v*Å = 
im projeciiren Sinne gehörende mehrfache Uberdeckung der Ebene. 
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partikuläre /i in gewissen Systemen coincidieren können. Man definiere 
daraufhin die zum algebraischen Gebilde gehörende Function y wie folgt: 



(5) 4y = N/-/..(^-),- 

• 

Das Quadrat von y ist eine algebraische Function unseres Gebildes; y 
selbst ist unverzweigt, aber infolge der Quadratwurzel im Nenner von (5) 
könnte y bei Periodenwegen einen Zeichenwechsel erfahren öder auch in 
aequivalenten Punkten (beztlglich der G^^^) entgegengesetzte Werte haben. 
Inzwischen können wir mit Htilfe der Identität (i) die Gleichung (5) in 
die andere Gestalt setzen: 

(6) ^-"''éf'-' 

und indem hier eine Cubikwurzel im Nenner steht, ist evident, dass y 
eine algebraische i68-ivertige Function ist, die gegenuber den 168 Substitu- 
tionefi absolut invariant ist. 

Nunmehr können wir unser algebraisches Gebilde auf eine i68- 
blättrige Riemann'sche Fläche (iber der f/Ebene beziehen. Verzweigungs- 
punkte dieser Fläche werden immer dann eintreten, wenn fttr 168 be- 
zttglich (?jgg aequivalente Punkte der (7,^ gewisse Coincidenzen eintreten. 
Wie wir schon sahen, kommen hier die Punkte p^ in Betracht, jedoch im 
allgemeinen nicht die Punkte PziPiyPsiPi- Es bleibt somit nur noch 
die Discussion des Schnittes der C,, mit der C^^. Die einzelne der 21 
Axen schneidet Cj, in zwölf Punkten p^, die zu je vier mit einander 
aequivalent sind. Einer dieser Punkte p^ liegt im allgemeinen nul* auf 
einer Axe; denn man stellt ohne Mtihe durch gruppentheoretische Uber- 
legungen fest, dass Schnittpunkte zweier Axen immer Punkte p'^ öder jpi 
sind. Es folgt somit durch leichte Abzählung als Verzweigung unserer 
Riemann'schen Fläche: JBei y = co sind die Blätter zu je sieben in 24 
Verzweigungspunkten verbunden; amserdem finden sich an gewissen drei Stellen 
y jedesmal 84 zweiblättrige Verzweigungspunkte. Als Geschlecht dieser Fläche 
findet sich, wie es sein muss, jj = 3 1 . 

Zur Berechnung der letzteren Verzweigungsstellen y hat man in die 
Relation (2) § 2 die nachfolgenden Werte einzutragen: 

(7) /;, = o, n. = -r--yW.)\ /; = 7^(v//D'- 

v'— Il v— " 
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Neben y = oo ergeben sich daraufhin die drei im Endlichen gelegenen 
Verzweigungsstellen als Wurzeln der Gleichung: 

(8) /A/J^2y' — ^vA/hy^ + M^^/A + öS/ii/x^ — 63fj^)y 

+ (32/i? + Z44(A/J^2 + 938/i,/i? + 2 7fi^ = o. 

Der gleich folgenden Untersuchung hnlber mössen wir die Invarianten 
des durch die Verzweigungsstellen gegebenen Punktquadrupels aufstellen. 
Unter Gebrauch einer sehr bekannten Bezeichnungsweise findet sich: 

ff2^ — 2'.3/i?/i2[3-(4/ii)'— 2 .5.7 .(4/ii)/i2— 3'-7/4]i 

(9) j <7, = — ^ti\A [3 *. 7 (4/'i) ' + 7 • 1 3 • (4/t.) V2 + 3 '. 7 . 1 7 (4/ii)/'» + 3 V^], 

Weiter ergicbt sich f Qr die absolute Invariaiite i = ^J : A , wcnn wir uns 
der AbkQrzung 4/i, : /j, = r bedienen : 

(10) J:Z— 1 : I = r(3r*— 2.5.7r— 3'.7)' 

:-(3'-7r'+ 7.i3t'+3'.7- 17^+3*) 
:27(T+27)'(r-ir- 

Diese Formeln hat man näher zu discutieren, indem man zugleich auf 
die Beziehung zwischen der absoluten Invariante / und dem Doppelver- 
hältnis ^ der vier Verzweigungsstellen y Röcksicht nimmt. 

Diese Untersuchung wird in tibersichtlichster Weise dadurch aus- 
geffthrt, dass man r als complexe Veränderliche ansieht und in der Ebene 
derselben die sieben conformen Abbilder der Z-Ebene zeichnet, wie sie der 
Gleichung (lo) entsprechen. Um diese Abbilder fOr das Auge in Evidenz 
zu bringen, känn man etwa diejenigen Linienztlge der r-Ebene graphisch 
markieren, welche Abbilder der reellen /-Axe sind. Diese LinienzOge 
werden sich dreimal zu Paaren Uberkreuzen und dort Punkte mit /= i 
liefern; einer dieser Punkte liegt bei r = 4/i = — 0,23..., die beiden 
anderen trägen conjugiert complexe Werte r. Des ferneren werden die 
in Rede stehenden Linienztlge einander zu dreien in den beiden Punkten 



6\3 



* Sieho ctwa M T, pag. 70. 
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4^ = 7 rr= ^^-z: ^ tlberkreuzen und dortselbst Punkte mit i = o fest- 

legen. Endlich liefern noch die beiden Kreuzungsstellen 4y[£=T = — 27 
und = I Punkte mit / = co. Eine diesen Vorschriften entsprechende 
Zeichnung der r-Ebene wird man sich leiclit herstellen. 

Liegen die vier Verzweigungsstellen y auf einem Kreise, so ist das 
Doppelverhältnis reell und / ist reell und >^ i . Sehen wir etwa nur auf 
die Punkte der reellen /i-Axe, so tritt dies nur fttr 4/£<^ — 27 ein: Alle 
vier Verzweigungsstellen y sind stets und nur dann reell, wenn fi im Intervall 

— 00 ^ /£ ^ der reellen Äxe liegt; fur alle uhrigen reellen [i liegt 

ausser y = 00 nur noch eine Verzweigungsstélle auf der reellen y-Äooe, die 
beiden andern sind dann conjugiert complex. Hierneben merken wir noch 
den Punkt r = 4/z = — 0,23 .. . als solchen an, dem ein harmonisches 
Doppelverhältnis entspricht, während ftir die beiden Verschwindungsstellen 
des Ausdrucks (3r' — yoz — ^189) aequianharmoniscJies Doppelverliältnis 
vorliegt. 

Die beiden Werte r = i und r = — 27 liefern / = co; hier fallen 
beide Male zwei unter den vier Verzweigungsstellen zusammen. Die 168- 
blättrige Fläche degeneriert dabei so, dass bei r = i je zwei coincidierende 
Verzweigungspunkte einen neuen zu vier Blättern ergeben, während bei 
r= — 27 durch Zusammenfall zweier Verzweigungspunkte je ein drei- 
blMtriger entsteht. "Dass hier die beiden ini voraufgehenden Paragraphen 
behandelten Flächen wieder entstehen, ist aus den damaligen Entwicklungen 
leicht ersichtlich. 

Die Coincidenz von zweien unter vier Punkten eines Quadrupels hat 
man in projectiver Hinsicht stets als etwas Partikuläres anzusehen; aber 
es gilt nicht notwendig das Glciche fftr den Zusammenfall dreier öder 
aller vier Punkte. Man kaim namlich immer eine lineare Substitution 
auf y (öder besser auf homogene y^ , y^ austtben, die im Sinne unserer 
Sprechweise hyperbolisch ist und einen öder auch zwei Punkte des Qua- 
drupels zu Fixpunkten hat. ()fter wiederholte Anwendung dieser Sub- 
stitution wird alsdann ofFenbar drei bez. alle Punkte des Quadrupels 
immer mehr zusammenrticken lassen. Um in diesem Sinne den Charakter 
unseres Punktquadrupels der Verzweigungsstellen y f Ur /ij = o bez. fi2= o 
naher zu untersuchen, muss man auf die zugehörigen Worte / recurricren. 
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• 

Man findet aber I = o bez. / = i und hat somit fQr /i, = o hanno- 
nisches, fQr ^^ = o aequianharmonisches Doppelverhaltnis. Ftir fi = ck> 
und (i =^ o sind sonach die eintretenden Coincidenzen allein Folgen einer 
unzweckmässigen Auswahl des y: die vier Punkte y haben hei fi =00 eine 
Lage, die in projedivem Sinne von einem heliébigen harmonischen Punkt- 
quadrupel nicht verschieden ist, und Analoges gUt fur [x = o. Diese Auf- 
fassung wird fttr das Verständnis der gleich folgenden Entwicklungen not- 
wendig sein. ^ 



8 4. Von den zu den Gebilden /iifl + //,/! = o gehörenden 

7j-Functionen. 

Die letzt vorangehenden Entwicklungen hatten den Zweck, die Be- 
trachtung der zu unseren algebraischen Gebilden gehörenden jy-Functionen 
vorzubereiten. Zur EinfQhrung der letzteren mtissen wir gegenwärtig auf 
die beztiglichen Existenztheoreme zurtlckgreifen, wie sie in den Arbeiten 
von Klein in Bd. 21 der Math. Annalen so wie in den gleichzeitigen 
Abhandlungen Poincaré's aufgestellt und behandelt worden sind. 

Auf einer vorgelegten Riemann'schen Flache giebt es eine grosse 
Mannigfaltigkeit derartiger Functionen jy, die bei geschlossenen Wegen 
auf der Flache lineare Substitutionen erfahren, und es galt, unter den- 
selben diejenigen herauszugreifen, welche besonders einfache Eigenschaften 
haben. Man wird erstlich verlangen, dass die Gruppe der zugehörigen 
linearen Substitutionen eigentlich discontinuirlich sei, wobei dann ein zu- 
gehöriger Discontinuitatsbereich gerade genau ein conformes Abbild der 
zerschnittenen Rieraann^schen Fläche sein soll. Des ferneren sollen die 
Substitutionscoefficienten durchaus reell sein, so dass wir mit einer Haupt- 
kreisgruppe zu thun haben, und es soll die zugehörige Polygonteilung 
nur die eine Halbebene bedecken. 

Um jetzt gleich auf eine einzelne unserer 168-blättrigen Flachen zu- 
rtickzugehen, so ist durch die bisherigen Forderungen eine jy-Function 
noch keineswegs eindeutig bestimint. Vielmehr genttgen denselben noch 
unendlich viele ly-Functionen, deren Gruppen alsdann auf einander ho- 
rnomorph bezogen sind. Man känn aber eine einzelne unter diesen Func- 
tionen durch die Forderung aussondern, dass die Abbildung der Rie- 
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mann'schen Fläche auf das Polygon der ly-Halbebene ohne Ausnahme coiiform 
sei. Dieser Forderung zufolge wird sich z. B. die Umgebung eines ein- 
zelnen Windungspunktes der Fläche, die sich tiber sich selbst mehrfach 
hindberzieht, in der 3y-.Halbebene auf einen einfach bedeckten Vollkreis 
abbilden. 

Man hat hier nun ein Beispiel jene Continuitatsbetrachtungen zu 
illustrieren, deren sich Klein und Poincaré beim Existenzbeweise der 
charakterisierten iy-Function bedienten. Um dies weiter auszuföhren, 
haben wir vorab den Umstand zu verwerten, dass die Flache i68 ein- 
deutige Transformationen in sich zulässt Die jy-Function erfåhrt ent- 
sprechend i68 lineare Substitutionen, und weiter ist eine Folge hiervon, 
dass sich das Polygon der jy-Halbebene aus i68 mit einander aequivalenten 
Polygonen aufbauen lasst. Die Gruppe der jy-Substitutionen, die den ge- 
schlossenen Wegen auf der Riemann'schen Fläche entsprechen, wird als 
ausgezeichnete Untergruppe T, gg vom Index i68 in einer umfassenderen 
Gruppe r enthalten sein. Diese lefztere Gruppe f wird aber vom Ge- 
schlechte p = o sein und lässt sich aus vier elliptischen Substitutionen Fj, 
Fj , F3 , F^ der Perioden 7,2,2,2 erzeiigen, zwischen denen die Relation 
F, • F, • F3 ' F^ = I besteht. Letztere Angaben folgen bei den Eigenschaften 
von 7j aus dem Umstande, dass der DiscontinuitÄtsbereich von F cin Abbild 
der ^-Ebene ist. 

Den Parametern der Vierecksgruppe mit fest gegebenen Winkeln 

-,-,-,- stehen nun die (beiden reellen) Parameter in dem System 

unserer algebraischen Gebilde gegentiber. Aber wir wollen die gegen- 
seitige Abhängigkeit der beiderlei Parameter hier nicht in voller All- 
gemeinheit, sondern nur fttr die symmetrischen Riemann'schen Flächen 
verfolgen, deren zugehörige Vierecksgruppen F der Erweiterung durch 
Spiegelungen fähig sind. Hier ist der Parameter /i auf diejenigen Linien- 
zOge seiner Ebene eingeschränkt, die wir im vorigen Paragraphen als Ab- 
bilder der reellen Z-Axe markierten; und dieser einfach unendlichen Man- 
nigfaltigkeit von Werten fi steht der eine reelle Parameter symmetrischer 
Vierecksgruppen gegentiber. 

Man hat nun zwei wesentlich verschiedene Arten symmetrischer Vier- 
ecksgruppen F. Im einen Falle lässt sich die erweiterte Gruppe T aus- 
schliesslich aus Spiegelungen erzeugen, im zweiten Falle sind die Erzeugenden 
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Fig. 8. 





von T drei Spiegclungen und eine elliptische Substitution der Periode 
zwei; die nebenstehenden Zcichnungen versinnlichen dies iiäher. Die Fi- 
guren sind so angenommen, dass der Punkt 
jPj beide Male mit 17= i coincidiert, während 
die Verbindungslinie der Eckpunkte p^ und 
p^ auf die imaginäre iy-Axe zu liegen 
koramt. 

Wenn wir hier etwa nur auf die re- 
ellen Werte von [x achten sollen, so wttrde 
einein Viereck von der ersten in Fig. 8 

27 

gegebenen Gestalt ein ji < ent- 

sprechen. Mit der Entfernung jp, , p^ ist 
das Viereck eindeutig bestimint; dieselbe 
ist so gross anzunehmen, dass der Kreis (p^ , p'^') den Einheitskreis nicht 
schneidet, und sie darf andrerseits so klein gewählt werden, dass die Ent- 
fernung (i^3,i>i) irn Sinne der hier in Betracht konimenden Maassbestim- 
mung grösser als (pj , />i') ist. Die beiden Grenzlagen des Kreisbogen- 
vierecks sind hiermit bereits markiert: Fttr 4/1= — ij degeneriert das 

Viereck in ein Kreisbogendreieck der Winkel - , - , o. Auf der geschlos- 

seoen Fläche, die eine regulllre Einteilung in 2.168 Vicrecke trägt, ist 
dieser Grenzfall dadurch charakterisiert, dass längs gewisser 28 Symme- 
trielinien AbschnQrungen der Fläche eintreten, wobei an Stelle jeder Sym- 
metrielinie ein Punktepaar unter cntsprcchender Verminderung des Zusam- 
menhanges der Fläche tritt. 

Der andere Grenzfall des Krcisbogenvierecks liefert fi = ck) und 
1=1] wir haben ein längs seiner Diagonale 2h j P'2 s)'nimetrisches Viereck 
und entsprechend die harinonische Lage der vier Verzweigungsstellen y. 
Die Gruppe /\^^^ lässt sich jetzt als /gicg innerhalb der Dreiecksgruppe 
(2,4, 14) ansehen, aber wie wir am Schlusse des vorigen Paragraphen 
bereits bemerkten, versagt die Darstellung des zugehörigen algebraischen 
Gebildes vermöge der Curven C^ , C^ der ^^-Ebene. 

Im gerade besprochenen Grenzfall tritt als neue Symmetrielinie die 
Diagonale p^ , p!^ auf. Indem wir /i jetzt ttber 00 reelle positive Werte 
annehincn lassen, bleibt die letztere Symmetrielinie allein in Geltung, 
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wfthrend " llbrigens die bisherigen Symmetrielinien ihren Charakter als 

Bolche eiobQssen. Der hicrmit geometrisch bezeichnete Cbergang, den die 

beigefilgte Fig. 9 noch naher versinnlichen sol!, ve- 

rificiert ganz unmittelbar, dass sich der Cbergang 

Qber //=cx> ohne Zerfall des algebraischen Gebildes 

vollzieht. 

Man wird in ähnlicber Weise fdr die posi- 
tiven Werte von /i die begonnencn Betracbtungen 
tbrtsetzen. Der partikul&re Fall des Geschlechtes 
p = 10 ffir 4/i = I wird dann entstehen, wenn die 
beiden durch die elliptische Substitution der Periode 
2 auf einander bezogenen Randcurven des gehalfte- 
ten Äusgangsvierecbs unendlich klein geworden sind. 
Man komint dann wieder auf das Kreisbogendreieck 




o zurftck. Hierbei ist beinerkenswert, dass 



wir sowohl jetzt wie vorhin bei 4/i 
nicht die ij-Functionen 



-27 durch GrenzQbergang gar 



(I) 



J?(2,3 , 7;y) und 7^(2,4, 7; J/) 



gewinnen, die doch im Sinne unserer allgeineinea Masanahnie zu den 
beiden Gebilden mit 4/t = 1 und — 27 gehören; vielmehr erbalten wir in 
beiden Fallen die ij-Function :j(2 , 00 7 ; y), welche auf die unter (i) ge- 
nannten Functionen nur erst homomorph bezogen ist. Im tlbrigen dQrfte 
nur noch die Betrachtung der aequianharmoniscben Falle I = o von 
Interesse sein. Hier wird, wie man leicht Uberblickt, l'\^„ eine Unter- 
gruppe JViM innerhalb der Dreiecksgruppe (2,4,21). Die Zahl der 
Symmetrien verdreifacht sich, und dem entspricht die Möglichkeit, das 
Viereck von hieraus auf dreifachem Wege als symmetrisches continuirlich 
nbzuändern. Diese Möglichkeit aber docuinentierte sich in der Figur des 
vorigen Paragraphen dadurch, dass sich an den Stellen 7=o rfrei Linien- 
zOge ftberkreuzten. 
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Analoge Untersuchungen von imraer inannigfaltigerem Charakter lassen 
sich an die algebraischen Gebilde kniipfen, wie sie durch Curven C^^, 



Cjg etc: 



fJ^ifu + IMfcpA = Oj 



f^ifufi 4- /i^fl + /isfJl = o, etc. • 

zu definieren sind. Zurnal die C^^ wttrden zu ganz anal ögen Betracht- 
ungen Anlass geben, wie voraufgehend die Curven C^^, An Stelle des 

Kreisbogenvierecks mit drei rechten Winkeln und einem Winkel - tritt 

hier das Kreisbogenftinfeck mit drei rechten Winkeln, einem Winkel - 

und einem Winkel - . Hier stellt sich dann als eine der Ausartungen 

4 ° 

das Kreisbogenviereck der Winkel -,-,-,- ein, bei welcher aber kein 

Zerfall des algebraischen Gebildes stattfindet. Eine Vierecksgruppe dieser 
Art ist nun von arithmetischer Seite her bereits länger bekannt; es ist die 
reproducierende Gruppe der ternären quadratischen Fonn {x^ + y^ — ii^^) 
im Sinne Poincaré's.^ Dabei ist das Zustandekommen einer ausgezeich- 
neten. Untergruppe F^^^ vom Index i68 auch aus dem arithmeti schen 
Bildungsgesetze der Gruppe verstandlich. Die Coefilcienten der betreffen- 
den ly-Substitutionen setzen sich nämlich numerisch rational aus den Irra- 
tionalitäten ^2^ und y/TT zusammen. Die Reduction modulo 7 liefert dem- 
gemäss nur 168 incongruente Substitutionen, da 2 und 11 quadratische 
Reste von 7 sind. Es ergiebt sich von hieraus die Existenz einer ge- 
schlossenen Fläche vom Geschlechte 2? = 36 mit einer regulRren Ein- 

teilung in 2.168 Vierecke der Winkel -,-,-,-, und man könnte ins- 

besondere in den Symmetrielinien dieser Fläche ein interessantes Gegenbild 
der Gruppenstructur (5,^^ entwickeln. Alle co^ Gruppen der Kreisbogen- 

vierecke -,-,-,- (mit Hauptkreis) sind ttbrigens einander isomorph, 
2234 

und es soll durch die vorangehenden Mitteilungen noch keineswegs be- 



' Vergl. die schon oben genanDte AbhandluDg Poincaré^s Les fondions fuchsiennes 
et raritJwiétique in Liouvn^LE^s Journal, 4^* Folge, Bd. 3. 
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hauptet sein, dass die besondere Gruppe des Rationalitätsbereiches ^^J, 
v/TT gerade auch die aus der speciellen C^^ sich ergebende Gruppe sei. 
Inzwischen scheint es sehr schwierig zu sein, hierttber zu entscheiden. 
Die Continuitätsbetrachtungen ttber die Gestalt der Kreisbogenpolygone 
wiederholen sich natörlich gleichfalls unter immer grösserer Mannigfaltig- 
keit der in Betracht kommenden Verhältnisse. Es scheint aber, dass 
man bei Betrachtungen dieser Art erst noch eine grössere Reihe von 
Einzelerfahrungen wird sammeln mössen, ehe die allgemeinen Erwägungen, 
durch welche die Begrttnder der Theorie der automorphen Functionen die 
Existenztheoreme der ly-Functionen darzulegen versuchten, als allseitig ge- 
klärt angesehen werden können. 

Braunschweig, Marz 1893. 
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